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深入 地 读 完 我 们 编写 的 2016 年 全 国 硕士 研究 生 人 学 统一 考试 备考 用 书 (包括 认真 地 推 
演 了 其 中 的 每 道 例 题 和 练习 题 ) 的 考生 ， 已 经 具有 了 较 强 的 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 
具有 了 能 够 从 容 面 对 即 将 来 临 的 研究 生 考试 的 实力 . 但 是 ， 为 了 把 准备 工作 做 得 更 充分 ， 为 
了 践 行 “ 战 前 多 流 汗 ， 战 时 少 流血 ”， 应 在 考试 前 进行 10 场 “实战 演习 ”一 一 认真 、 独 立 
地 做 完 10 套 模拟 试题 ， 其 中 ， 各 套 模 拟 试题 的 难度 稍 高 于 考研 真题 ， 作 为 最 后 的 冲刺 . 

书 中 的 10 套 试题 是 根据 考研 的 数学 大 纲 和 编者 的 教学 经 验 精心 设计 的 ， 它 既 涵 盖 性 强 ， 
又 重点 突出 . 其 中 的 问题 新 颖 ， 既 有 较 强 的 针对 性 ， 又 有 明显 的 前 脆性 . 书 中 给 出 了 这 10 
套 试 题 的 详细 、 规 范 的 解答 ， 每 题 之 后 都 加 有 附注 ， 用 简明 的 语言 指明 了 与 本 题 有 关 的 概 
念 、 方 法 等 值得 注意 之 点 . 当然 ,我们 在 “实战 演习 ”时 ， 不 应 一 遇 到 困难 就 翻 看 解答 ， 
一 定 要 认真 、 反 复 地 思索 ， 这 样 才 能 达到 使 用 本 书 冲刺 的 目的 一 一 进一步 提高 应 试 能 力 ， 向 
着 高 分 进发 ， 使 用 本 书 的 实践 表明 : 弄 通 模拟 试题 ， 不 想 拿 高 分 都 难 . 

衷心 祝愿 考生 们 取得 骄 人 的 成 绩 ， 并 欢迎 对 本 书 提出 宝贵 意见 ， 可 发 邮件 到 cqhshuxue 
@ gmail. com， 非 常 感谢 ! 












































北京 邮电 大 学 教授 ” 陈 启 洗 
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模拟 试题 (一 ) 


一 、 选 择 题 1 ~8 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 32 分 .每 小 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 有 一 个 
选项 是 符合 题目 要 求 的 ， 请 将 选项 前 的 字母 填 在 答题 纸 指定 位 置 上 . 


sin2x 





(1) 丽 数 /x) = 


(A) 0. 


(A) -2. 


—T<x<0, 
I om + 的 可 去 间断 点 个 数 为 
x 十 和 0<x 达 工 
2 
(B) 1. (C) 2. (D) 3 
[ 
(2) 使 画 数 /ta) = sn(z+e) - 二 仅 有 单调 天 少 区 间 | 9， 二 的 常数 为 
(B) -1. (C) 0. (D) 1 
[ 


(3) 设 函 数 /x) 在 [a， 


+% ) 上 二 阶 可 导 , be (a，+ % )， 且 f(a) -fo 


im Kx) ， 则 方程 1"(x) =0 在 [a，+%) 上 


(A) 至 少 有 一 个 实 根 . 
(C) 恰好 有 一 个 实 根 . 


(4) 设 函 数 太 x) 连续 ， 


则 1”(0) 为 


(A)1. 


(B) 至 少 有 两 个 实 根 . 
(D) 恰好 有 两 个 实 根 . 


[ ] 
且 f(0) =f'(0) =0, 记 
[ (ou Jau, x <0, 
F(x) 至 
| na +f(x +i1))di, x >0， 
(B) (C) 于 (Dp) 0 
[ ] 


. 设 二 元 孔 数 (u,v) 有 连续 的 偏 导数 ，z =f(e”'siny，e*cosy) ， 其 中 y=y(x) 是 微分 
方程 + = sinx 满足 y(0)= 二 -的 解 则 为 





(A) (e'siny + ecosy)f,(u, v) + (ercosy —- e'siny)f,'(u, v) (其 中 尺 =e’siny, v= 


ecosy ) . 


(B) (ersiny + ecosy)f,(u, v) + (ercosy -e'siny)f,(u, v) (其 中 u = esiny, v = 
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Le 
ecosy， 了 了 sinx — cosy ) | 
六 x 1 9 , x X% _ 。 1 。 
(C) [e siny +ercosy 。 4 区 (u, v)+ |e cosy — esiny 。 py + sinx ) | 
“ 放 (u, v)( 其 中 =e'siny, v=e*cosy). 


, | : 1 
(D) [e'siny +e cosy 。 7 Cosx + sinx ) i, v)+ [ecosy -e'siny: 了 《copy + sinx ) | 


, 1 
“f'(u, v) (Kh w=ersiny, v= ecosy, 二 (areoo | 


[ 1] 
(6) 设 刀 是 由 曲线 之 -y2 = 1 与 直线 * =2 围 成 的 平面 图 形 ， 则 二 重 积分 (x+y)do 为 





(A) 3. (B) 2 3. (C) 3 v3. (D) 0. 
[ ] 
(7) 设 4 是 n(n=2) 阶 反对 称 和 矩阵 ，A4“ 关 0O， 则 4 ”为 对 称 和 矩阵 是 ”为 奇数 的 
(A) 充分 而 非 必 要 条 件 . (B) 必要 而 非 充 分 条 件 . 
(C) 充分 必要 条 件 . (D) 既 非 充分 又 非 必要 条 件 . 
[ ] 
0 0 1 
(8) we so | 1 shen 则 7(4 -2E,) +r(4 -E,) 为 
1 0 0 
(A) 2. (B) 3. (C) 4. (D) 5. 
[ ] 


二 、 填 空 题 : 9 ~ 14 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 24 分， 请 将 答案 写 在 答题 纸 指定 位 置 上 . 
—1) nsinn 


(9) 极限 lim [ + = 


(x -1)’, | x| <1, 
1 


JoO)tr=- 


(11) 曲线 y= [ev 在 上 [ 开 二 jj 为 
(12) 设 二 元 函数 /(u, v) 具 有 连续 偏 导 数 ， 量 在 点 (1，0) 的 充分 小 领域 内 , f(u, v) = 


1 -u-2+o( VI) 4). i 记 De(x, y) =f(e’, x+y), 则 dg(x, y) = 





(13) 设 二 元 函数 所 xx，7y) 连续 ， 则 二 次 积分 三 do ee a rsin0)rdr 在 直角 从 
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标 系 中 先 x 后 y 的 二 次 积分 为 ; 


1 2 三 让 1 1 1 A-! , O -1 
(14) 设 算 阵 4 | | 8=| c-| | 则 4 阶 生 降生 | 


三 、 解 答题 : 15 ~23 小 题 ， 共 94 分 .请 将 解答 写 在 答题 纸 指定 位 置 上 ， 解 答应 写 出 文 
字 说 明 、 证 明 过 程 或 演算 步 又 
(15) (本 题 满分 10 分 ) 





、 2 十 sinx— | x| 1 
求 极 限 lim 7 + arctan 一 -. 
X 一 ”0 1 十 en 


| x | 区 
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(16) (本 题 满分 10 分 ) 
求 由 直线 y =x 与 曲线 y =x 围 成 的 平面 图 形 D 分 别 绕 直线 y=1 和 > 轴 旋 转 一 周 而 成 的 
旋转 体 体积 . 





(17) (本 题 满分 10 分 ) 
分 别 求 a=1 与 a =2 时， 微分 方程 多 +ay = sinx +2cos2x 的 通 解 . 





模拟 试题 (一 ) “SS， 





(18) (本 题 满 分 10 分 ) 
=%+y, 


Ox9 
设 二 元 函数 z=z(x, y) 满 足 人 记 w=z(x +y，x -y) ， 求 全 微分 duw. 
Z(X， 三 和 3 


z(0, y) = 从. 


(19) (本 题 满分 11 分 ) 
设 二 重 积分 ‖ sing V1 - 产 cos20drdb 在 直角 坐标 系 中 的 被 积 国 数 为 Kx，y) ， 其 中 忆 = 


{6 0) osrsseeb， 0<0< 了 |， 求 Kx，7y) 在 刀 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 


二 2016 考研 数学 ( 二) 名 师 精 选 





(20) (本 题 满分 10 分 ) 
( 工 ) 证 明 : 当 1 x| 充分 小 时 ， 有 x tan*x x? +x!; 


3 e 1 
( 工 ) 设 x,= > tan’ 
fl 





(n=1, 2, …), 求 极限 limx,. 


nt+k 


(21) (本 题 满分 11 分 ) 
设 函 数 A(x) 在 [0, 2] 上 2 阶 可 导 ， 且 满足 max| 1 f(x)1，1f”(x)1|<1. 证 明 
1f'(x)| <2(xel0, 21). 


模拟 试题 (一 ) .7 





(22) (本 题 满分 11 分 ) 

设 向 量 组 (A) : w = (1，0，1) 7，o =(0, 1, 1)', a = (1，3, 5)" 与 向 量 组 (B) : 
Bi=(1, 1, 1)", pB,=(1, 2, 3)", pB;=(3, 4, a)" 等 价 , 求 

( 工 ) 常数 a; 

CI) (A) 由 (B) 的 线性 表示 式 . 


(23) (本 题 满 11 分 ). 


0 -1 4 
设 矩 阵 4 =| -1 3 | 正 交 变 换 x =Oy( 其 中 xY=(xz x3) ,y= (yy, 
4 a 0 





y;)" ,使 得 二 次 型 f(x,， x,，x3) =x Ahx 化 为 标准 形 ， 其 中 正 交 和 矩 阵 8 的 第 1 列 为 
1 
一 (1, 2，1)7, 求 
后 ) 

( 工 ) 和 常数 a 及 了 的 标准 形 ; 

( 卫 ) 4 “能 否 正 交 相 似 对 角 化 ? 如 果 能 ， 写 出 使 PA*P =A4 的 正 交 和 矩 阵 P 了 及 对 角 和 矩阵 
A; 如 果 不 能 ， 说 明理 由 . 


模拟 试题 ( 二) 














三 有 要 来 的 ， 请 让 顺 前 的 字 全 在 和 天 的 指定 位 和 上 
a (10) » 
. er | 
1 1 1 
(A) 2(x-1)! ut wien 
(B) 101 .10! . 101 
2(x-1)" x 2(x+1)" 
(C) 11 2 i 
2(x—-1) 区 2(x+1) 
(D) E + - + E 
2(x-1)" x" 2(x+1)" 
=ln (1 “se 
(2) 设 本 数 y =y(x) 的 参数 方程 为 |， 电 在 4=0 处 连续 ， 则 人 | 
为 
(A) 0. (B) 1. (GC) 2 (D) 3. 
1 1 i 
(3) ;| 二 = 是 了 数 y = lnx| 的 
(A) 最 大 值 . (B) 最 小 值 . (C) 极 大 值 . (D) 极 小 值 . 
(4) [sin V1 - sin’xdx = 
3 1 3 1 
A (B) = (C) = (D) 


(5) 设 二 元 函数 f(x，y) 满 足 f:(0, 0) =1, f:(0, 0) =2， 则 
(A) f(x, 7) 在 点 (0, 0) 处 连续 


(B) df(x, y) =dx +2dy. 
(0,0) 


[ 


dy 
dx 


、 选 择 题 ，1 ~8 小 题 ， 每 小 是 4 分， 共 32 分 ， 每 小 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 有 一 
古人 
日 





个 


t=0 
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(C) tim -A TT +f/(0, 0). 





(6) 设 D=|(x, y)1l x +y <1, y=0), Di={(x, y)| x +y <1l, x=0, y=0|, 
f(x) 是 连续 函数 ， 则 以 下 等 式 正确 的 为 


(A) | [f(x) +f( -x) Jdo =4 | fx) do0. 
(B) | [f(x) -fC( -x)Jdo=4 | fx) ao. 
CC) ‖ Kaoadar=2 fr) ao. 


(D) | fx) 40 =2 ‖ Ke)de 


[ 
(7) 设 A 是 n(n>2) 阶 可 首 和 矩阵 ， 则 (A*)*= 
(A) A. (B) 1 A1 "A. (C) | A1"-!Ah. (D) 4 
[ 
(8) 设 A,，B 都 是 n 阶 正定 矩阵 ， 则 下 列 选项 中 为 正定 矩阵 的 是 
AB 0 
(A) 4 ”+2B . (B) 4” -五 . (C)AB'. (D) | | 
OO A+B 
[ 
二 、 填 空 题 : 9 ~ 14 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 24 分 .请 将 答案 写 在 答题 纸 指 定位 置 上 . 
(9) 不 定 积分 | metan dx = 





(10) 定 积分 max|1, x | dx = 





X=t, 

(11) 曲线 1 ,在 点 (0, 0) 处 的 曲率 圆 面积 为 . 
=t+—t 
“可 
lnx 
、 自 5 XE1，0<y< +oo， Oz 
(12) 设 二 元 函数 z= 、* ， 则 一 = 
， Ox | (1,2) 
lIn(x™) +y -3, x<l1l, 0<y<+%, 
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(13) 设 D= (xs,， 9) 1 +7<1, zs) 则 | eao= =- 
D 


0 0 | = 三 2 

0 -=2 4 
(14) 设 和 矩阵 4 = ， 则 7r((42)”) = 

JE 1 

-3 2 2 1 


三 、 解 答题 ; 15 -23 小 题 ， 共 94 分 ， 请 将 解答 写 在 答题 纸 指定 位 
字 说 明 ,， 证 明 过 程 或 演算 步 又 . 
(15) (本 题 满 分 10 分) 
2cosX ey 


求 lim| 一 一 一 一 
水 相 归 ln 2 


模拟 试题 (二 ) 


re i 





(16) (本 题 满分 10 分 ) 
设 函 数 扩 xz) 满足 F0) =0, Af'(0) =1, 记 
g(t) =lim[1+ sintf( x) ] 
求 g'(0). 


(17) (本 题 满分 10 分 ) 
SE 1 
求 不 定 积分 | 1 gx 
sinx V1] +cosx 


3 
In(1 +%) 
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(18) (本 题 满分 10 分 ) 
设 函 数 f(x) 满 足 ef(x) +2e™ “f(T —x) =3sinx, 求 f(%) 在 (0， T) 内 的 极 值 . 


(19) (本 题 满分 11 分 ) 
设 函 数 /(x) 在 [0，1] 上 3 阶 可 导 , 且 f(0) =0, f(1) =1, f'(0) =f'(1) =1. 证 明 : 存 
在 &e (0, 1), 使 得 f(&) =0. 
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(20) (本 题 满分 10 分 ) 

12 

设 二 元 函数 Kx，7) =x y+ jGx, y)do, 其 中 D=|(x, y)10<x<7, 0<y< 
TD 


x 记 g(xX) =f( sin’x, x ) lS 求 g(x) 的 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 6 阶 麦克 劳 林 公式 . 


(21) (本 题 满分 11 分 ) 
设 二 元 连续 函数 z=z(x, yy) 由 方程 2x +2y +z -8z+8=0 确定 , 求 z=z(x,Yy) 在 平面 
区 域 D=| (x y) 1 x>0，y>0，x+ys1| 上 的 最 大 值 与 最 小 值 
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(22) (本 题 满 分 11 分 ) 











1 1 2 14 0 
设 4=| -1 1 中 |- 0 -2 |, 求 使 矩阵 方程 A =B 有 解 的 常数 c，2!，c， 
1 0 1 a 1 C 
并 求 该 方程 的 所 有 解 . 


(23) (本 题 满 分 11 分 ) 


设 4 是 3 阶 实 对 称 和 矩阵 ，r(4) =2， 且 4 











1 

1 

1 
中 w=(%i， %2， x3), y= (1, 2, y3)"， Q 是 3 阶 正 交 和 矩阵 )， 将 二 次 型 f(x， X,Y ) 
x Ax 化 为 标准 形 ， 并 写 出 该 标准 形 . 


模拟 试题 ( 三) 


一 、 选 择 题 : 1 ~8 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 32 分 .每 小 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 有 一 个 
选项 是 符合 题目 要 求 的 ， 请 将 选项 前 的 字母 填 在 答题 纸 指定 位 置 上 , 
(1) 设 函 数 Kx) = Tim Mi+1x1”, 则 f(x) 在 (-w%，+%) 上 











(A) 处 处 可 导 . (B) 恰好 有 一 个 不 可 导 点 . 
(C) 恰好 有 两 个 不 可 导 点 . (D) 至 少 有 三 个 不 可 导 点 . 
[ 加 
(2) 记 F(x) = | cos2(2x -tdf， 则 "(x) 为 
( A) 4sin4x. (B) -4sin4x. (C) 4cos4x. (D) —4cos4x. 
[| 
(3) 方程 mw = 三 - 「 一 一 dx 的 正 根 个 数 为 
e@ 0 1 +tan3x 
(A) 3. (B) 2. (C) 1. (D) 0. 
Ea 
(4) 出 线 y= +xln(1+e’) 的 渐 近 线条 数 为 
(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. 
a 


(5) 设 二 元 函数 数 f(x,，y) 在 点 (x。，w%o) 的 某 个 邻 域内 具有 2 阶 连 续 偏 导数 ， 且 
fi (xo, yo0) =fy (x0, 70) =0. 记 A=f (x0, 0), B=fY x0, yo), C=fr (ro, yo)， 则 以 下 
结论 不 正确 的 是 

(A) 当 4>0, 4C -B* >0 时 ,f(x。，Yyo) 是 极 小 值 . 

(B) 当 C>0，AC-B >0 时 ,f(x。，y) 是 极 小 值 . 

(C) 当 4C-B =0 时 , f(x。，Yo) 不 是 极 值 . 

(D) 当 AC-B <0 时, f(x,。，Yyo) 不 是 极 值 . 


[ ] 
(6) 微分 方程 多 +2y' +27 = | e'sintdt 有 特 解 
0 
1 ， l 1 1 
(A) — i + (B) i 本 4 
1 1 1 1 
(C) — ne + (D) ge sinx + 让 
[ ] 


(7) 设 A 是 2 阶 和 矩阵 , 互 是 3 阶 可 逆 和 矩阵 且 141 =2， 则 分 央 和 矩阵 
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| 人 等 于 
(3 万 ) O 
E La 3B 0 
(A) . (B) a 
3B 0 4 
Lp O 3B 
(C) | (D) En” ol 
34 0 4 
lL ] 
1 2 3 
(8) 已 知 和 矩阵 Q@=|2 4 :| 及 3 阶 非 零 矩阵 己 满 足 PO =O， 则 
3 6 9 
(A) 1=6 时, r(P) =1. (B) t=6 时, r(P) =2. 
(C) t#6 时 , r(P) =1. (D) 1#6 时 , r(P) =2. 
[ ] 


二 、 填 空 题 , 9 ~ 14 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 24 分 ， 请 将 答案 写 在 答题 纸 指定 位 置 上 


(9) 根据 lm 一 [ (n+1) (n+2) (n+n)] ”= 


(10) 设 函 数 f(x) 连续 ， 且 满足 f(x) =x+ 2 fC) cosrdr ， 则 定 积分 [A a 


(011) 设 z=/(e'， + 六 )， 其 中 二 元 西数 /uo) 可 微 ， 且 y=y(*) 是 由 e*+siny =* 确 
A i d 
定 的 隐 函 数 ， 则 字 = 
dx 
(12) 微分 方程 (xcosy + cosx)y' 一 ysinx + siny =0 的 通 解 为 


(13) 设 函 数 /(x，y) 连续， 则 ‖ Kxs，y)dc( 其 中 忆 是 由 曲线 y= 巡 (xs<0) 直 线 *+y=2 








以 及 x 轴 围 成 的 平面 区 域 ) 在 极 坐 标 系 下 ， 先 + 后 9 的 二 次 积分 为 
(14) 设 A,B 都 是 4 阶 矩 阵 ， 它 们 相似 ， 且 4 的 特征 值 为 -2，-1，1，2， 则 行列 式 
1B*-E,| = 





三 、 解 答题 : 15 ~23 小 题 ， 共 94 分 .请 将 解答 题写 在 答题 纸 指定 位 置 上 ， 解 答应 写 出 
文字 说 明 、 证 明 过 程 及 演算 步骤 . 


模拟 试题 (三 ) ya 





(15) (本 题 满分 10 分 ) 

已 知 函 数 f(u) 在 点 w=1 处 可 导 , 且 f'(1) =1, 求 极限 
ptmn(l + ) +e -x) -f/f(1) 
x 0 tanx 。 ( /I+x-1) 





(16) (本 题 满分 10 分 ) 
求 微分 方程 V+y =5e”* +2sinx 的 通 解 . 
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(17) (本 题 满分 10 分 ) 





1 
设 数 列 | w | 由 递 推 式 w -=2，w ， -2 jos 2，.…) 确 定 ， 求 以 下 极限 ， 
(I) lima,( 记 为 a); 


六 -1) 





1 
(I) im( vt 


(18) (本 题 满分 10 分 ) 


设 二 元 连续 函数 (x, 四) 满足 fx， 7) = 了 2y +x+37 (x，y)do， 其 中 力 是 由 曲线 y 





= 与 直线 x=1 及 x 轴 围 成 的 平面 图 形 ， 求 所 <，y) 以 及 z = 所 ， 六 ) 的 信 导 数 守 


模拟 试题 (三 ) "19. 





(19) (本 题 满分 10 分 ) 
设 函 数 f(x) 在 [0, 1] 上 可 导 , 是 0<f(x) <1 及 f/f'(x) =1, 证 明 : 存在 唯一 的 Ee 
(0,，1)， 使 得 f(&) =&. 


(20) (本 题 满分 11 分 ) 
设 z=z(x, y) 是 由 方程 2xw* +2y +z +4xz +2z+3 =0 确定 的 隐 函 数 ， 求 z(x,y) 的 极 
值 . 


. 20 . 2016 考研 数学 ( 二) 名 师 精 选 





(21) (本 题 满分 11 分 ) 
X +y 近 1，x 二 0，7y 二 0， 
设 二 元 函数 所 wx，7y) = 1 求 二 重 积分 f(x,y) qo， 


1 <x+)y2, x=0, y=0, 


其 中 D=|(x, y) 1 x+y2, x=0, y=0|}. 


(22) (本 题 满分 11 分 ) 
Xi +%, —2x3 =1, 
已 知 线性 方程 组 ( ) $x -2x, +xs =2， 有 两 个 不 同 的 解 ， 且 a 为 系数 矩阵 的 秩 ， 求 其 
ax + bx, +cxs =(0， 
通 解 及 向 量 &= (a, 5, c)" 在 基 m =(1, 0，-1)7,， 7 =(-1,， 1，1)7,，7 =(1，1，0)7 
下 的 坐标 . 





模拟 试题 (三 ) “21 





(23) (本 题 满分 11 分 ) 

已 知 f(x,，x,，%s) = 十 2 + Cx3 +2xiX3 +2xX3 (c=2) 与 g(xl, x,, xs) = 和 — 2xX1%, + 
4x2 +x3 中 有 且 仅 有 一 个 是 正定 二 次 型 ， 求 常数 及 用 可 逆 线 性 变换 将 正定 二 次 型 化 为 规范 
形 ， 用 正 交 变换 将 非 正 定 二 次 型 化 为 标准 形 . 


模拟 试题 ( 四 ) 


一 、 选 择 题 1 ~8 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 32 分 ， 每 小 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 有 一 个 
选项 是 符合 题目 要 求 的 ， 请 将 选项 前 的 字母 填 在 答题 纸 指定 位 置 上 . 


(1) 设 函 数 放 x) 可 导 ， 则 


(2) 设 函 数 /(x) 在 ( -%， 
(x) 的 揭 点 ， 则 





[ 1] 
+ % ) 上 连续 ,xo 关 0, f(xo) 壮 0， 且 (%o, f(x6o)) 是 曲线 y= 





(A) f"(x0) =0. 
(B) (x。，-f(xo)) 是 曲线 y= -fx) 的 拐点 . 
(C) (一 xo， f(xo) ) 不 是 曲线 y=f( -x) 的 拐点 . 
(D)( xo， 了 (wo) ) 不 是 曲线 y= -了 ( -x) 的 拐点 . 
[ ] 
(3) 对 于 定 积 分 1 = | sin( sinx) dx,h, 三 [sin( eosx) dx, 三 | cos(sinx)dx 有 
(A) Li <. (B) 1 <L. COYLE RL: (D) L <1. 
[ ] 
二 xlnx 
(4) 反常 积分 [ Lr 
(A) 收敛 于 0. (B) 收敛 于 1. (C) 收敛 于 -1. (DD) 发 散 . 
[ 
一 一 ， 妈 + 妈 天 0， 
(5) 设 二 元 函数 f(x, y) = 和 x+y 则 有 
0 ， 和 十 入 =0， 


(A) f%5(0, 0) =f».(0, 0). 
(C) f5(0, 0) <f».(0, 0). 


(B) f%(0, 0) >f%.(0, 0). 
(D) 六 (0, 0) 与 /*(0, 0) 中 至 少 有 一 个 不 存在 . 
网 


(6) 设 二 元 函数 Kx，y) 连 续 ， 记 二 次 积分 fw] fr) + [ ax | A y)dy 对 
应 的 二 重 积分 的 积分 区 域 为 D， 则 D 的 边界 上 与 直线 y =x -1 平行 的 切线 方程 为 


(A) y=# -7 (B) y= + (C) y =- (D) y=#+7 


[ 1] 


模拟 试题 (四 ) “ 23” 





(7) 向 量 组 w =(1, 2, 3, 3)',@=(-1, -4,1,1)',@,=(3,5,4,t++2)', 
ma =(-2，-8，2,， 罗 ”有 以 下 结论 : 
Qi=2 时 ，aw ，@,，@，Q@ 线性 相关 ; @t=2 时 ，@q, ，@,，@;，@ 线性 无 关 ; 
@t=3 时 ，aw ，@,，@3，@ 线性 相关 ; @t=3 时 ，@ ，@,，@，Q@ 线性 无 关 . 
则 正确 结论 为 











(A) (D®. (B) D3. (C) DE. (D) 4. 
[ |] 
0 0 1 0 0 1 
(8) 设 3 阶 和 矩阵 4=|c 1 2|， "| 1 -5-1 | 都 可 相似 对 角 化 ， 则 
1 0 0 1 0 0 
1 1 1 
(A) eb oa (B) Ss 
1 1 
(C) Q = 一 a (D) We 
[ |] 


二 、 填 空 题 , 9 ~14 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 24 分 ， 请 将 答案 写 在 答题 纸 指定 位 置 上 . 


(9) 曲线 y= 一 s+ (e* -1) 的 非 锁 直 浙 近 线 方程 为 | 
(10) 设 函 数 f(x) = (sinx’) ”+lncosx， 则 了 (0) = 
(11) 微分 方程 和 -xy' =lnx 的 通 解 为 


1 
(12) 定 积分 | ( x|le™+sinx + V1 -和 好 ja 三 
恒 





9 


(13 ) 设 二 重 积分 ‖ (2 +4y We 其 中 万 = | (x， yY) | 和 +y <ax| 则 常数 
D 





(14) 设 4 是 3 阶 和 矩阵 ，@, ，@,，@ 都 是 3 维 列 向 量 ， 且 线性 无 关 ， 已 知 
4ai = + ，4am =al +a，4a =al +0，， 
则 4 的 最 大 特征 值 为 
三 、 解 答题 : 15 ~23 小 题 ， 共 94 分 .请 将 解答 写 在 答题 纸 指定 位 置 上 ， 解 答应 写 出 文 
字 说 明 、 证 明 过 程 或 演算 步 又 . 
(15) (本 题 满分 10 分) 
1 1 1 
设 函 数 Kxz) =1(1 -x)sinnx mn(1-x)”” 2 ~ “a 处 左 连续 ， 求 常数 4. 
4， x=1 
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(16) (本 题 满分 10 分 ) 
设 曲 线 C: y=x ,A(t) 是 由 曲线 C， 直 线 x = -1, x=t(t 宇 -1) 及 x 轴 围 成 的 曲 边 梯形 
的 面积 ，s(b 为 曲线 C 上 由 点 ( -1，1) 到 点 (二 蕊 ) 的 弧 长 . 











记 由 曲线 C : | ”ds(1) ， 直 线 x=0， x = 以 及 * 轴 转 成 的 平面 图 形 DD 绕 * 轴 施 转 一 
小 二 
dt 


周 而 成 的 旋转 体 体 积 为 VY， 求 中 


(17) (本 题 满分 11 分 ) 
证 明 :; 方程 ve -2x 一 cosx+ 5 =0 在 (0，1) 内 有 且 仅 有 一 个 实 根 . 


模拟 试题 (四 ) “ 25 . 





(18) (本 题 满分 10 分 ) 
设 二 元 函数 fw, vv) 可 微 ,， 且 f(1, 1)=1, ff/(1, 1)=2, ff/(1, 1)=3, 以 及 p(x) = 


Hz， xs) ) 是 单调 画 数 ， 求 二 六 ”9-(0) 电 | (其 中 o-" 是 w 的 反 函 数 ) 


(19) (本 题 满分 10 分 ) 
设 函 数 1(x，y) 连续, 满足 f(x, y) =xy + fre, y)do, 其 中 D=|(x, y)10<x<1, 


0<y<x | ， 求 f(e*，sinx) 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 5 阶 麦克 劳 林 公 式 . 
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(20) (本 题 满分 10 分 ) 
设 y(*) 是 做 分 方程 和 +y =x* 满 足 y(0) =1,y'(0) =1+ 工 的 解 ,， 求 y(z) 及 极限 
TT x 





lim[y(z) ] 


(21) (本 题 满 分 11 分 ) 
设 函 数 (w) 在 [1， ee 且 f(1) =0, f'(1) =1， 又 设 二 元 函 


数 z= (全 +) + 六 ) 满 足下 
( 工 ) flu) 的 表达 式 ; 
(1) 二 重 积分 Vx +yf(x +y)do, 其 中 D 是 D,={(x, y)| +y 宇 1 与 D, = 


1 (x 一 1)”+y 志 1| 的 公共 部 分 . 





A 





模拟 试题 (四 ) “27 





(22) (本 题 满 分 11 分 ) 





1 0 2 2 2 3 
设 和 矩阵 A4=| 2 1 5 | 有 零 特 征 值 ， 且 有 和 矩阵 召 = 3 4 8|， 使 得 矩阵 
-1 0 a-3 +1 c-2 -3 











方程 AX =B 有 人 解 ， 求 常数 a,， b,c 及 该 矩阵 方程 的 所 有 解 . 





(23) (本 题 满分 11 分 ) 

设 向 量 B = (1, 1，-2)" 可 由 向 量 组 @ =(1, 1, 4a) ,@=(1,a, 1)', Qa,= 
(a，1，1) 线性 表示 ， 但 表示 式 不 是 唯一 的 . 

( 工 ) 求 常 数 a 及 线性 表示 式 的 一 般 形式 ，; 

(本 ) 对 德 阵 4 = (amw，o，m) 及 上 述 求 得 的 <c， 求 正 交 变换 x = 0Qy (其 中 x = 
(%1, %,, x3)" ,y= (1, 》2 ， 和 为) ， Q 是 正 交 和 矩阵 )， 将 二 次 型 f(x， XX3 ) =x "Ax 化 为 标 
准 形 ， 并 求 此 标准 形 . 


选项 


等 于 





模拟 试题 (五 ) 








一 、 选 择 题 : 1 ~8 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 32 分 ， 每 小 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 有 一 个 
是 符合 题目 要 求 的 ， 请 将 选项 前 的 字母 填 在 答题 纸 指定 位 置 上 . 
、 % 天 1 ， 
(1) 设 函 数 g(x) 满 足 g(1) =0, g'(1)= -1, 记 f(x) = 2 则 "(1) 
0 ， 区 三 ] ， 

(A) 0. (B) 1 (C) -1. (D) 不 存在 . 

[ ] 
(2) 画 数 Ka = lim 一代 的 补 大 信 与 极 小 值 分 别 为 
(A) 1, -1. (B) -1, 1. (C) 不 存在 ，- 1. (D) 1, 不 存在 . 

[ ] 
(3) 设 y=y(x) 是 由 方程 x*y +y=1 确定 的 取 正 值 的 隐 函 数 ， 则 y(x) 
(A) 有 最 小 值 ， 但 无 最 大 值 . (B) 有 最 大 值 ， 但 无 最 小 值 . 
(C) 既 有 最 大 值 ， 又 有 最 小 值 . (D) 没有 最 大 值 与 最 小 值 . 

[ ] 
(4) 设 二 元 函数 p(x, y) = [du 2 ju (其 中 /是 连续 函数 ) ， Wo 

0 0 y y 
(A) | (B) 加 CC) | | (D) S| . 
xX” \% 和 y MX ANY % 出 

[ ] 
(5) 二 元 函数 fx,，y) 在 点 (0,0) 处 可 微 的 充分 条 件 是 
(A) Kx，y) 在 点 (0，0) 处 连续 . 
(B) f4(0, 0) 与 六 (0, 0) 都 存在 . 
(C) limfs (x, 0) =f:(0, 0) 与 limy, (0, y) =f’'(0, 0). 

(x,y) 一 (0,0) 2 +y 
[ ] 


(6) 已 知 y =xlnx，y, =xlnx+x，Y3 =2xlnx -x 是 某 个 2 阶 齐 次 线性 微分 方程 的 三 个 特 


， 则 此 微分 方程 为 








模拟 试题 (五 ) . 29. 

dy d 由 
C0 =0. (B) Ts -2 =0. 

NX NX 

dy dy dy 
C) x 一 +y=0 D) 妇 一 -2y =0. 
ty ED y 

[ ] 


A 
(7) 设 A 是 nn 阶 和 矩 了 泗 ，@a 是 nn 维 非 零 列 向 量 . a=| 


性 方程 组 
(A) 4x =a 有 无 穷 多 解 . 
(C) By =0 有 非 零 解 . 











a 
外 且 r(4) =r(B3)， 则 线 


ae 


(B) Ax =a 有 唯一 解 . 
(D) By =0 只 有 零 解 . 








[ ] 
10 0 
(8) 设 矩 阵 4=|0 2 0|, 则 以 下 矩阵 中 与 4 合同 上 且 相 似 的 是 
0 0 -1 
-1 0 0 
-1 0 0 3 1 
(A)| 0 1 2 eI 
0 2 1 a 
9 9 
1 0 0 
-1 0 0 3 1 
(C)| 0 1 -2 (D) | 
0 -2 1 
2 2 
[ ] 


二 、 填 空 题 : 9 ~ 14 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 24 分 ,请 将 答案 写 在 答题 纸 指定 位 置 上 . 


(9) 设 画 数 Nx) 在 点 *=0 处 连续 ， 且 lim 


fx) +1 


2， 则 曲线 y =/(x) 在 点 (0， 


X 一 SInX 


(10) 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 知 ， 对 任意 xe (0，1)， 对 应 地 存在 唯一 的 E(x) e (0, x)， 


fA(0) ) 处 的 切线 方程 为  . 
使 得 arcsinx = "J 则 极限 lim é(%) = 


1 
(11) 设 函 数 Ke) =12 


lnx ， 站 


和 1 ， 上 
则 定 积分 | ex sinxdx = 
= 
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(12) 设 二 元 函数 = sn(a) +e[ > 二] 其 中 Cu， 四 具有 2 阶 偏 导数 ， 满 中 


1 
+ 一 pr =0， 则 妈 = 
1 





(13) 微分 方程 多 +2y'+y=2e “+x 的 通 解 为 = 

(14) 设 4 是 mxn 算 了 泗 ， 其 列 向 量 组 线性 无 关 ; B 是 n 阶 和 矩 阵 ， 满足 4B =4， 则 
-(B”)= 

三 、 解 答题 : 15 ~23 小 题 ， 共 
字 说 明 、 证 明 过 程 或 演算 步骤 . 

(15) (本 题 满分 10 条 ) 

求 不 定 积分 [f(x)dx, 其 中 f(x) = 1z+11 -12x-11. 


94 分 ， 请 将 解答 写 在 答题 纸 指定 位 置 上， 解答 应 写 出 广 


模拟 试题 (五 ) “ 31 . 





(16) (本 题 满分 10 分 ) 


2 . 
21 + sint, t<0, 0 


设 函 数 J(x) = 其 中 y(1) 是 微分 方程 +2y =e-' 满 足 y(0) =0 的 解 ， 
y(t1),， t 宇 0， dt 





求 1"(1). 


(17) (本 题 满分 10 分 ) 
设 f(x) 是 正 值 连续 函数 ， 满 足 f(x)… | — i)dt = sinx 及 A ) -二 求 f(x) 在 


[地 ，"] 上 的 平均 值 
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(18) (本 题 满分 10 分 ) 

设 函 数 w=ul(x, y) 具 有 2 阶 连续 偏 导 数 ， 且 满足 WW, =wW,, u(x, 2x%) =x, u'(%, 2%) = 
x 又 设 D 是 由 半圆 x?> +z =1(z 宇 0)， 有 曲线 z=w (x，2x)， Z=U (%, 2x) 围 成 的 平面 图 形 ， 
求 D 的 面积 . 





(19) (本 题 满分 11 分 ) 
设 A%) 是 [0，2] 上 2 阶 可 导 的 正 值 函数， 且 /'(x) 单 调 增加 ， 证明; 积分 | f(x) dx> 
2f(1). 


模拟 试题 (五 ) 全 二 





(20) (本 题 满分 10 分 ) 
二 元 函数 f(x， y) 二 2 +2y -和 人 在 万 = | (x, y) | x +y <4， x+y>2| 内 是 否 存在 最 
大 值 与 最 小 值 ? 如 果 存 在 算出 最 大 值 与 最 小 值 ， 如 果 不 存在 请 说 明理 由 . 





(21) (本 题 满分 11 分 ) 

设 凸 曲线 04: y =y(x) 通 过 点 0(0，, 0) 和 4(1, 4) ，P(x，y) 是 O4 上 任 一 点 .已 知 曲线 
0P 与 线段 05 围 成 的 平面 图 形 面积 为 全 ， 求 

( 工 ) 求 在 [0, 1] 上 的 连续 函数 y=y(x); 


CD yi DAY + Ce-DA -Jo 其 中 忆 = 
<1| ，y = 了 ) 是 y=y(x) 的 反 函 数 ，f(x) 是 任意 连续 函数 . 








{|(x, y) | op(4x)<y<1, -1<x 
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(22) (本 题 满分 11 分 ) 
设 向 量 w=(1，2，1)7， 6-|1， 村， 


线性 方程 组 ，22242xz =42xz + bx + 的 通 解 . 


下 
"j ，7Y=(0, 0, 8)" 记 4=ag ,=B ao, 求 


(23) (本 题 满 分 11 分 ) 


0 -1 4 
设 实 对 称 和 矩阵 4=|-1 3 -1|, 求 使 二 次 型 f (x,，x,，%3) = XAx 与 
4 -1 0 








(vi, X2， 23 ) =x A“x( 其 中 x=(x， NX ， x ) ) 都 化 为 标准 形 的 正 交 变换 x = COy( 其 中 y = 
(y1，y;，Y3) ，Q 是 3 阶 正 交 和 矩 阵 )， 并 写 出 它们 的 标准 形 . 


模拟 试题 ( 六) 


一 、 选 择 题 : 1 ~8 小 题 ， 每 小 题 4 分, 共 32 分 . 每 小 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 有 一 个 
选项 是 符合 题目 要 求 的 ， 请 将 选项 前 的 字母 填 在 答题 纸 指定 位 置 上 . 
(1) 函数 f(x) =x(x -2)2|x(x -2) | 的 2 阶 不 可 导 点 个 数 为 

















(A) 0. (B) 1. (C) 2. (D) 3. 
[ ] 
(2) 设 Fx) 是 连续 函数 ， 则 | KaDd 2 | fC) ala ce(-w,+%)) 是 f(x) 为 偶 函 数 
的 
(A) 充分 而 非 必要 条 件 . (B) 必要 而 非 充 分 条 件 . 
(C) 充分 必要 条 件 . (D) 既 非 充分 又 非 必要 条 件 . 


(3) 方 程 2* -x? -1=0 的 实 根 个 数 为 
(A)1. (B)2. (C)3. (D)4. 

[ ] 
(4) 设 二 元 函数 Jx,，y) 在 点 (xo，yo) 人 处 的 2 阶 偏 导数 f(x, y), "(x,y), f(x， 

y) 存 在 ， 则 必 有 

(A) f%,(xo, yo0) =f "(xo, yo). (B) (x, yy) 在 点 (x。，Yo) 处 连续 . 
(C) f(x，y) 在 点 (xo，Yo) 处 可 微 . (D) f(x， Yo) 在 点 处 可 微 . 

[ ] 


(5) 极 坐 标 系 中 的 二 次 积分 dg 大 rcos g,rsin 0)rdr( 其 中 f(u,v) 连续 ) 在 直角 坐标 
系 中 的 形式 ( 先 x 为 


(A) [三 fs, yD) da. (3) yf fs, y) da. 
(OF Co fe yd (Du ta y) da. 
[ 
(6) 设 2 阶 可 导 函 数 y =y(x) 是 2 阶 常 系数 微分 方程 y+py' + gr = ex 满足 初始 条 件 y(0) 
=y'(0) =0 的 特 解 ， 则 极限 lim 
(A) 不 存在 . (B) 0. (C) 1. (D) 2. 


(7) 设 4 是 nn 阶 实德 阵 ， 则 方程 组 4x =0 有 人 解 是 方程 组 A'Ax =0 有 解 的 
(A) 必要 而 非 充分 条 件 . (B) 充分 而 非 必要 条 件 . 
(C) 充分 必要 条 件 . (D) 既 非 充分 也 非 必 要 条 件 . 
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0 1 0 0 ONL 0 0 
(8) 和 矩阵 4=|1 0 0|110 4 010 0 1| 的 最 小 特征 值 为 
0 0 1)003Ao 1 0 
2 


(A) -1. (B) -2. (C) 1. (D) 2. 


二 、 填空 题 : 9 ~14 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 24 分 . 请 将 答案 写 在 答题 纸 指 定位 置 上 





(9) 设 本 数 所 = 让， >0, 过 续 ， 则 党 数 4= 


a, x0 


(10) 设 函 数 f(x) = | 1, 则 曲线 7 = f(x) 在 点 (0,f(0)) 处 的 切线 方程 为 


0 
三 2 2 
x=ln(1 +t ) ,0 
y =arctan 1, dx’ 


(11) 设 函 数 y =y() 的 参数 方程 为 | 


0z 


(12) 设 三 元 函数 z=f(u, x, y) 可 微 , 其 中 =xe’, 且 f, +f, =0， De 
x 








(13) 2 阶 常 系数 线性 微分 方程 % -2y' +y=e” 的 通 解 为 
(14) 设 4 阶 矩 阵 


0 0 1 2 
4 -|0 | 

1 0 0 0 

0 =1 0 1 


则 4 ”= 


0z 


三 、 解 答题 , 15 ~23 小 题 ， 共 94 分 ， 请 将 解答 写 在 答题 纸 指定 位 置 上 ， 解 答应 写 出 文 





字 说 明 、 证 明 过 程 或 演算 步 又 . 
(15) (本 题 满分 10 分 ) 
求 不 定 积分 [一生 dx. 
V2 + sin 2x 


模拟 试题 (六 ) . 37 . 





(16) (本 题 满分 10 分 ) 
设 连续 函数 /(x) 与 g(z) 满 足 
f(x) = 3 +8(%) -ads = 4x f(r) +2 | g(r) ds, 
求 由 曲线 y=/(x) -x 与 x 轴 围 成 的 平面 图 形 的 面积 





(17) (本 题 满分 10 分 ) 
设 数 列 |x,| 由 以 下 北 推 式 确 定 : 
0<xo <1, x,, = 一 和 +2x, (n=0, 1, 2, …). 
(1) 求 极限 limwx,，; 
(ID) 计算 当 nw 时 ，e*™-D -em-! 的 等 价 无 穷 小 
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(18) (本 题 满 分 10 分 ) 


证 明 : 当 xe| 0， 二 2sin x +tan x >3x. 


(19) (本 题 满分 10 分 ) 
求 二 元 函数 =x? +y + (x +y )? 在 区 域 D= | (x, y) |x+y 夺 1,，x 宇 0, y 宇 0| 上 的 最 
大 值 与 最 小 值 . 


模拟 试题 (六 ) .39 . 





(20) (本 题 满分 11 分 ) 
设 函 数 y =y(x) 满足 微分 方程 式 yY + (y') ”+1=0 及 初始 条 件 y(0)=y (0) = 


jm —cost)[t-ln(l +tan 3 求 y(a[0o<r< 工 ] 


10 a 





(21) (本 题 满分 11 分 ) 
设 /(x) 是 正 值 连续 函数 ，a,，b 都 为 常数 ， D 是 椭圆 + 汪 <1 与 


af(x) + HY) 
人 二 村 积分】 7 + pe 
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(22) (本 题 满 分 11 分 ) 

设 向 量 组 w =(1, 0, a)', @,=(0, 1, 1)', a@;=(b, 3, ee 
1, 1)", B,=(1, 2, 3)', B; = (3，4，0) 线性 表示 , 但 向 量 组 B6,, BB,, B; 可 由 向 量 
ma ，a +Q@,，Q1 + +@ 线性 表示 , 求 常数 a, 5 的 值 . 


(23) (本 题 满分 11 分 ) 
设 二 次 型 fx， x,,， Xx3) =Xx TAx( 其 中 x = (xi ，x%,， Ma) A 是 3 阶 实 对 称 和 矩阵 ) 在 正 交 
变换 x =Qy( 其 中 , y=(y,，y,，)'，Q 是 正 交 和 矩阵 ) 下 的 标准 形 为 几 + 妇 - 妇 ,， 且 @ 的 第 


;1 为 [2,0 求 矩阵 4 的 伴随 矩阵 4 


模拟 试题 (七 ) 


一 、 选 择 题 : 1 ~8 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 32 分 .每 小 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 有 一 个 
选项 是 符合 题目 要 求 的 ， 请 将 选项 前 的 字母 填 在 答题 纸 指 定位 置 上 
(1) 设 函 数 y=sin xcos 2x， 则 y'5)(x) = 





(A) (3seos 3x — cos % ). (B) 7 (3seos 3x + cos %). 
(Gy (9sin 3x — sin x). (D) 了 (3*sia 3x +Sin x). 
[ ] 
(2) 设 F(x ) = | maxle ,edi, 则 
re BF) 
e 一 1 ， x 三 0. e 一 1 x 三 0. 
CC) nw) = X<0， (D) Wa x <0, 
1— x 三 0. l-e xX 三 0. 
[ ] 
(3) 微分 方程 y” +2y' +y=e "(sinx+ceos 2x) 应 有 的 特 解 形式 为 
(A) xe “(Aicos x +Bisin x+A,cos 2x +B,sin 2x). 
(B)e (Aicos x+Bisin x+A,cos 2x +B,sin 2x). 
(C) e [x(Aicos x+Bisin x) +A,cos 2x +B,sin 2x]. 
(D) e “[(Aicos x+Bisin x) +x(A,cos 2x +B,sin 2x) |]. 
[ ] 


(4) 设 函 数 所 xz) 在 点 x =0 的 某 个 邻 域内 有 连续 的 2 阶 导数 ， 且 当 x 一 0 时 , f(x) - 
所 -2) 是 x 的 3 ， 则 


LC) # =0 不 是 1) 的 圣 点 ， 但 C0，A0) ) 是 曲线 y=) 的 损 点 
(D) x*=0 是 x) 的 驻 点 , 但 (0, 了 (0) ) 未 必 是 曲线 y=/(x) 的 拐点 . 


(5) 设 f(x) 是 ( -w ，+w ) 上 连续 的 奇 函 数 ， 则 
(A) 三 Dd 收 全 
(9 | fA 收敛 时 ,其 值 必 为 零 . 
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(D) | ao) dx 收敛 时 ,其 值 必 不 为 零 





[ ] 
人 
(6) 设 二 元 函数 fx, y) = 各) 则 f(x,y) 在 点 (0, 0) 处 
0， (x, y) = (0, 0), 
(A) 不 连续 ,但 两 个 偏 导数 存在 . (B) 连续 ,但 两 个 偏 导数 不 存在 ; 
(C) 可 微 . (D) 连续 ， 且 两 个 偏 导 数 存在 . 
[ 
(7) 设 向 量 组 w，B，7 线性 无 关 ， 向 量 组 w，B，5 线性 相关 ， 则 
(A) w 可 由 B，7y，5 线性 表示 . (B) 6 可 由 @a, B, 7 线性 表示 . 
(C) B 不 可 由 @a，y, 6 线性 表示 . (D) 6 不 可 由 @, B6, 线性 表示 . 
[ ] 


(8) 设 4, B 都 是 n 阶 实 和 矩阵 ， 且 齐 次 线性 方程 组 Ax =0 与 Bx =0 有 相同 的 基础 解 系 





A 
和 和风 用 yx Ar =0, 8x0UKO| "0h, WE, 


为 基础 解 系 的 是 
(A) D®. (B) @@. (C) @@. (D) D®. 
a 
二 、 填 空 题 : 9 ~ 14 小 题 ， 每 小 题 4 分， 共 24 分 .请 将 答案 写 在 答题 纸 指定 位 置 上 
(9) 函数 y =y(x) 由 微分 方程 wy' +y+xer =0 及 y(1) =0 确定 ， 则 曲线 y=y(4) 的 负 
渐 近 线 方程 为 
(10) 设 常数 >0， 则 定 积分 上 * Var = dx = 


(11) 设 二 元 函数 所 gx，y) 在 点 (0，0) 处 可 微 , 上 且 ./(0,，0) =1, /,(0, 0) = -1， 则 极 
咏 W +f(0,sin 1) - 2f(1,t) _ 


t 





(12) 设 fx,y) 是 二 函数 ， 则 太 ao ，. 了 9,rsin 0)rdr 在 直角 坐标 系 中 的 二 


次 积分 ( 先 y 后 x) 为 
(13) 微分 方程 (只 -1)dy+ (2xy -cos x)dx=0 满 足 y(0) =1 的 特 解 为  《“. 


模拟 试题 (七 ) Wc 





1 0 -1 
(14) 设 有 和 矩阵 A=|2 A 和 A 1 | 及 3 阶 和 矩阵 妃 ， 它 们 满足 r( 互 ) =2, r(AB) =1， 则 常 
1 2 1 


数 入 


三 、 解 答题 : 15 ~23 小 题 ， 共 94 分 .请 将 解答 写 在 答题 纸 指定 位 置 上 ， 解 答应 写 出 文 
字 说 明 、 证 明 过 程 或 演算 步 叉 

(15) (本题 满分 10 分 ) 

计算 极限 liny(g(x))， 其 中 ， 








In(1 -x’) 
i < 0， 
x 一 arctan x 于 
] e*arctan -一 
x 
f(x) = 4e “+ox +x—l 8g(%) = 有 
2 x>0 1 +e* 
ni 
6 
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(16) (本 题 满 分 10 分 ) 
设 函 数 y(xz) 在 [0，+o ) 上 有 连续 的 导数 ， 且 满足 


We +2| (s y(t) y(t) dt, 
求 y™ (x). 


(17) (本 题 满分 11 分 ) 
设 f"(x) 不 变 号 ,， 且 曲 线 y=f(x) 在 点 (1，1) 处 的 曲率 圆 为 x* +y =2， 证 明 ， 函数 fx) 
在 (1，2) 内 无 极 值 点 ， 但 有 唯一 零点 . 


模拟 试题 (七 ) .45 





(18) (本 题 满 分 11 分 ) 


4 
设 e<a<b<e, 证 明 : Inb -na>—(b -a). 
e 


(19) (本 题 满 分 10 分 ) 
设 区域 D= |(x，y) |0<x<2，V2x -wy V4 -x | ， 分 别 求 万 绕 * 轴 与 y 轴 旋 转 一 
周 而 成 的 旋转 体 体积 凡 与 凡 . 
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(20) (本 题 满分 10 分 ) 
设 z=f(xy，yg(x))， 其 中 二 元 函数 fwu, v) 具 有 2 阶 偏 导数 ， 且 广 (1，0) =f1(1, 0) 
=1.， 勾 设 曲线 1=g(x) (其 中 g(x)2 阶 可 导 ) 在 点 x=1 处 与 x 轴 相 切 ， 且 (1, 0) 是 该 曲线 的 


9 9 
拐点 ， 求 在 点 (1，1) 处 的 一 和 -一 
Ox Ox0Yy 








(21) (本 题 满分 10 分 ) 
求 2 阶 微分 方程 多 +ay =2 +cos x(a 宇 0) 的 通 解 . 


模拟 试题 (七 ) Wd 





(22) (本 题 满分 11 分 ) 
设 w, mw, m%, 4 是 4 维 向 量 组 ， 其 中 @，@,，@ 线性 无 关 ，a =@ +m +20@. 已 
知 三 元 线性 方程 组 
(@ -+ 上， 一 ai+aa +O)X= at 
有 无 穷 多 解 . 
( 工 ) 求 常数 a 的 值 ; 
( 工 ) 对 (了 ) 中 求 得 的 a 值 ， 计算 所 给 方程 组 的 通 解 . 











(23) (本 题 满分 11 分 ) 
2 2 0 
8 2 0 
0 «a 6 
( 工 ) 求 常 数 a 的 值 ; 
(五) 对 求 得 的 a 值 ， 求 正 交 变换 x = Qy( 其 中 xz= (zi vo, 3) ,y=(y, yy3)'， 
0 是 正 交 和 矩阵 ) ， 将 二 次 型 f(x, ，x,，x,) =x'Ax 化 为 标准 形 . 


已 知 和 矩阵 A = 可 相似 对 角 化 . 








模拟 试题 ( 八 ) 


一 、 选 择 题 : 1 ~8 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 32 分 ， 每 小 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 有 一 个 
选项 是 符合 题目 要 求 的 ， 请 将 选项 前 的 字母 填 在 答题 纸 指定 位 置 上 . 
(1) 设 数列 1x, | 由 递 推 式 x， N+l =f/(x,) (n=1, 2 …) 确 定 ， 则 





(A) 当 扩 xz) 单 调 增加 且 x <x, 时 ，!x ,| 单调 增加 . 
(B) 当 Kx) 单 调 增加 且 w >x 时 ，|x, | 单调 增加 . 
(C) 当 Ax) 单 调 减 少 上 且 x <x, 时 ，1x, 单调 减少 . 
(D) 当 Ax) 单 调 减少 是 x >x, 时 ，fx,} 单调 减少 . 


[ 1] 
(2) 设 函 数 y=f(x) 可 导 ， 且 曲线 y=f(%) 在 点 (xo。，yo) (yo =f(xo)) 处 的 切线 与 直线 y 
=2 -x 重 直 ， 则 当 Ax 一 0 时 ，Ay | w=/(xo +Ax) -f(xo) 是 











(A) 与 Ax 同 阶 但 非 等 价 的 无 穷 小 . (B) 与 Ax 等 价 的 无 穷 小 . 
(C) 比 Ax 高 阶 的 无 穷 小 . (D) 比 Ax 低 阶 的 无 穷 小 . 
[ ] 
(3) 设 函 数 y=y(x) 由 方程 wy +e” = cos(xy) 确 定 ， 2 写 
(A) -1. (B) 0. (CC) = (DY 1; 
[ ] 
(4) 下 列 等 式 中 不 正确 的 是 
1 1 六 oe 
(A) 1 eu = 各 二 [| (B) | dx = 各 二 > (二 | 
上 2i-1Y ag opm lv /3-1Y 
ye | 
[ ] 


(5) 设 z=z(x，y)，y=y(x，z) 都 是 由 方程 PR(x*，y，z) =0 确定 的 二 元 函数 .如果 za = 
z(xo，yo) 是 z=z(x，7y) 的 一 个 极 小 值 ， 则 

(A) yo =y(xzo，2) 是 y=y(x，z) 的 一 个 极 大 值 . 

(B) yo =y(xo，2) 是 y=y(xz，z) 的 一 个 极 小 值 . 

(C) yo =y(xo，z) 可 能 是 y =y(*，z) 的 一 个 极 值 . 

(D) yo =y(xo，2) 不 是 y=y(x，z) 的 极 值 . 


模拟 试题 ( 八 ) .49 . 





(6) 记 1,= VFqo(i = 1,2,3) ,其 中 


D, 一 | (x%,y) | 和 +y <1|, 
Dy = {x,7) | (x-1) +y <1),D, = 人) 人 + -1)*<1|, 
则 降 ， 世 ,的 大 小 满足 
(A) 1 <b=L. (B) 1, = <L. 
(C) Lb <b=L. (D) 4 <b=7. 
[ 


(7) 设 4 是 于 阶 可 逆 和 矩阵 ，w 是 4 的 对 应 于 特征 值 和 的 特征 向 量 ， 且 存在 ” 阶 可 逆 矩 








阵 了 ,使 得 P14P=B， 则 
(A) B* 有 特征 值 入 及 对 应 的 特征 向 量 P-!a. 
(B) B* 有 特征 值 和 A 及 对 应 的 特征 向 量 (P*) a 


(C) 下 有 特征 值 -4 及 对 应 的 特征 向 量 P- ae 














|14 | 


(D) B" 有 特征 值 一 一 及 对 应 的 特征 向 量 (P”) a. 


[ 


(8) 设 有 nn 维 向 量 组 (1 了);: ww， mo，…，a， 和 ( 开 ): BB,, B;,，…, PB, (mn)， 记 算 


阵 4=(a，@，…， ow,) 和 B=(pB,, PB,，…,，B,,)， 则 下 列 命 题 不 正确 的 是 
(A) 当 ( 工 ) 与 ( 开 ) 等 价 时 ，( 工 ) 与 ( I) 等 秩 . 
(B) 当 ( 工 ) 与 ( 工 ) 等 穆 时 ，( 工 ) 与 ( 工 ) 等 价 
(C) 当 4 与 互 等 价 时 ，4 与 互 等 秩 
(D) 当 4 与 B 等 秩 时 , 4 与 B 等 价 





[ 


二 、 填 空 题 : 9 ~ 14 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 24 分 ， 请 将 答案 写 在 答题 纸 指定 位 置 上 


(9) 设 极限 ln 二 sm x+ 帮 s) -1， 则 极限 im = 


(10) 已 知 /(%) 是 连续 画 数 ， 且 满足 [5/1) - 2]d = /(%) -e*, 则 /"(0) = 


、 3x” +2x, x0, 
(11) 曲线 y= 的 拐点 为 


In(1 +x) ~x*, x>0 





" 0 了 1 
(12) 设 二 元 两 数 Kuw， 可 微 , 则 了 ese0s 上]= 
XX 


和 





(13) 设 2 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 多 +py' +gqy =0 的 通 解 为 





] 


| 
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了 =e (CicosY + Csinx)， 
则 2 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 多 +py' +gy =ercos 2x 的 通 解 为 ， 
(14) 设 A4,B 分 别 为 2 阶 与 4 阶 矩 阵 , 且 7(4)=1, r(B) =2， 则 


5 
rr = 
B” 0 


三 、 解 答题 : 15 ~23 小 题 ， 共 94 分 ,请 将 解答 写 在 答题 纸 指 定位 置 上 ， 解 答应 写 出 
字 说 明 、 证 明 过 程 或 演算 步骤 . 
(15) (本 题 满分 10 分 ) 


设 函 数 y =g (W(x))， 其 中 p(x) -| 


y"(%). 








xX, |x |=1, 2 ， |x | <2 
. 少 (x) = 


sinx, |x| >1， cosx, |x| >2 


模拟 试题 ( 八 ) . S1 . 





(16) (本 题 满分 10 分 ) 
求 方程 xe* -2x -cosx=0 在 (0，1) 内 的 实 根 个 数 . 


(17) (本 题 满分 11 分 ) 
设 函 数 f(x) 在 [a, 5] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 2 阶 可 导 , 且 f!(a) >0, f(5) =0， 此外， 
存在 ce (a, 5) ,使 得 f(c) =0, f'(c) <0. 证 明 : 存在 &e (a, 5), 使 得 f"(é) =0. 
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(18) (本题 满分 10 分 ) 

设 du=(2xcos y+3xy)dx+ (x -x siny+y)dy 及 u(0, 0) =0， 

( 了) 求 wx， 作 的 表达 式 

( 耳 ) xz(0,0) 是 否 为 极 值 ” 如 果 是 ， 指 出 它 是 极 大 值 还 是 极 小 值 ， 如 果 不 是 ， 说 明理 





(19) (本 题 满 分 10 分 ) 





x 
0 


设 函数 Kxz) = | E = 人 oj > 0) , 求 由 有 曲线 及 x 轴 围 成 的 图 形 的 面积 
t 


模拟 试题 ( 八 ) “ S3 





(20) (本 题 满分 10 分 ) 

2 2 2 2 
设 变换 | ”可 把 6 + 了 -23-0 化 简 为 -=0, 求 党 
v=X+ay Ox Ox0y oy OO7 
=z(x，y) 有 连续 的 2 阶 偏 导 数 . 


% 一 27， 








(21) (本 题 满分 11 分 ) 
2, x<l 
设 微分 方程 y - 27 =p(x)， 其 中 p(x) = | “| 求 在 (- m，+ %) 上 连续 ,在 
(-om,， 1)U(L1，+o ) 上 满足 所 给 微分 方程 及 条 件 y(0) =0 的 函数 y =y(x). 
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(22) (本 题 满 分 11 分 ) 








bp 于 2 生 二 3 
已 知 线性 方程 组 (A) 2xi + (a +4)x, -5xs =6, 有 无 穷 多 解 . 
一 %1 —2x, +axs = 一 3 


( 工 ) 求 常数 c(a 关 0) 的 值 ; 


Xi1+ MX +%3 =0, 
(IT) 对 上 述 算得 的 a 值 ， 求 方程 组 (A) 与 (B) | ， 加 “有 公共 解 时 的 和 值 及 
MX1 + AX, = 





(23) (本 题 满分 11 分 ) 

设 二 次 型 f(x ，x,， x3) =x Ax( 其 中 x=(x,,，x,，x3) ,4 是 3 阶 实 对 称 和 矩阵 ) 经 正 交 
变换 x =Qy( 其 中 y= (yy,, );) ，Q 是 正 交 和 矩阵 ) 化 为 标准 形 2 -72 -7y， 又 设 A4*@=a 
(其 中 a=(1, 1，-1)"). 

(I) 求 @, 4; 

( 工 ) 求 将 f(x,，x,，x) 化 为 规范 形 的 可 北 线 性 变换 x = Cz( 其 中 z= (zz,, z3)"). 


模拟 试题 ( 九 ) 


一 、 选 择 题 : 1 ~8 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 32 分 ， 每 小 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 有 一 个 
选项 是 符合 题目 要 求 的 请 将 选项 前 的 字母 填 在 答题 纸 指 定位 置 上 . 








(1) 函数 Ka) = 卫 (1L+z) 的 无 穷 间断 点 个 数 为 
(1 —~e:)x(l1 +x) 
(A) 0. (B) 1. (EC 2， (D) 3. 
[ ] 
ee 2 mw 有 4 2 和。 3 7 
(2) 妈 呆 = | md xdx,N = | Gsins +cosx)dx,P = jG sin wx — cos'x)dx, 则 
它们 的 大 小 次 序 为 
(A) M<N<P. (B)N<M<P. 
(C) P<M<N. (D) P<N<M. 


[ | 

(3) 设 函 数 Ax) 在 点 x 的 邻 域内 连续 ， 在 点 x 的 去 心 邻 域内 2 阶 可 导 ， 在 点 x 的 左 侧 

邻近 单调 增加 且 其 图 形 是 站 的 ， 在 点 x。 的 右 侧 邻近 是 单调 减少 旦 其 图 形 是 凸 的 ， 则 以 下 结 
论 不 正确 的 为 


(A) f(x) 在 点 x 处 可 导 . (B) Ax) 在 点 xu 处 不 可 导 . 
(C) fl(%o) 是 f(x%) 的 极 大 值 . (D) (x6o， f(xo)) 是 曲线 y=f(x) 的 拐点 . 
[ ] 
x x0 
(4) 设 丽 数 J(x) | ' 则 
sinx, %>0, 


1 Le | 
WW frome [a SO ds 
—cosx, % > 0. 1 — cos x, x >0; 
1 2 | 3 1) ,<0, 
(C) [f(D dr = ”YY | Nas 
1 -cosx,x >0. 一 -cosx,， YX >0. 


和 2 

[ ] 
(5) 对 二 元 函数 Kx，y) ， 以 下 命题 正确 的 是 
(A) 设 岂 rz，7) 在 点 (xo， 加 ) 处 可 微 ， 则 庆 (x，y7) ， 广 (x，y) 在 点 (xo，yo) 处 连续 . 
(B) 设 户 (*，y), 户 (x*，y) 在 点 (x，7) 处 连续 ， 则 Kx，y) 在 点 (xo， 和 ) 处 可 微 . 
(C) 设 大 (x， y) ， 万 (x， y) 在 点 (xo， yo) 处 可 微 ， 则 f(xo， yo ) =. 帮 (axo， yo). 
(D) 设 f(x, yy) 在 点 (xo6，Yo) 处 连续 ,， 则 f(xo, yo) = 六 (xzo，7o). 

[ ] 
(6) 设 y =e”-e snx，y =er+ecosy 是 2 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 多 +py' + 
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(A) 5e”. (B) e™. (C) er (D) e 
[ ] 
(7) 设 和 矩阵 方程 4X=B( 其 中 A 是 mxn 矩阵， B 是 mxl 和 矩阵 ,对 是 n xl 未 知 矩 阵 )， 
则 该 方程 有 无 穷 多 解 的 充分 必要 条 件 是 








(A) r(4 1B)=r(A)=n. (B) r(41B) =r(4) <n. 
(C) r(4 1 及) >r(4). (D) r(4 1 有) =r(4). 
[ ] 
(8) 设 4,B 都 是 n 阶 实 对 称 矩 阵 , 则 4 与 B 合 同 的 充分 必要 条 件 为 
CAY ZEAE 
(B) 141 =1B|. 
(C) A,，B 的 特征 值 相同 . 
(D) 分 别 以 A4，B 为 矩阵 的 二 次 型 有 相同 的 规范 形 . 
[ ] 
二 、 填 空 题 , 9 ~14 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 24 分、 请 将 答案 写 在 答题 纸 指定 位 置 上 . 
(9) 函数 sx) = 的 3 阶 麦克 劳 林 公式 ( 带 佩 亚 诺 型 余 项 ) 为 。 
(10) 曲线 = 地 i 的 渐 近 线 方程 为 


(11) 设 函 数 Kz) = 「e- 3 dy, 则 定 积分 | (< - De)dr = 
(12) 设 函 数 z=f(x+y，yg(*))， 其 中 /具有 2 阶 连续 偏 导 数 ， Us g(%) 在 点 (0， 
1) 处 的 切线 方程 为 w =1 +4， 且 Aw， +) 的 偏 导 数 在 =o 处 者 为 s， 则 ee 
(13) 微分 方程 (xcos y + cos x*)y' -ysin % +sin y =0 的 通 解 为 
1 0 1 


0 1 | 则 二 次 型 Kx ，x,，x) =x A"Ax( 其 中 x= (wi， 
0 0 1 





0 RE 


(14) 设 3 阶 和 矩阵 4 = 





%) ) 的 规范 形 为 
、 解 答题 : 15 ~23 小 题 ， 共 94 分 .请 将 解答 写 在 答题 纸 指定 位 置 上 ， 解 答应 写 出 文 
字 说 明 、 证 明 过 程 或 演算 步 又 . 
(15) (本 题 满分 10 分 ) 


求 极限 lm 一 一 一 ” 
0+] ee (1 Fw) 


模拟 试题 ( 九 ) “ S7 





(16) (本 题 满分 10 分 ) 
设 函 数 A(x) 具 有 2 阶 导数 ,满足 f(0) =1, f'(0) =0， 且 对 任意 x 二 0 有 
f(x) -5f'(x) +6f(%)=0. 
证 明 : f(x) 三 3e7 -2e™*(x 宇 0). 


(17) (本 题 满分 10 分 ) 
we 1 
求 不 定 积分 | dr 
sin xcos x Wsin x + cos4x 





.5S8 . 


(18) (本 题 满 分 10 分 ) 
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DD 是 由 圆 x +y =2x 与 直线 y=x-1 及 x 轴 赎 
成 的 位 于 该 直线 上 方 的 区 域 (如 图 9-18 中 阴影 部 分 
体 体积 与. 





所 示 ) ， 求 刀 分 别 绕 x 轴 与 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 





JJ 一 X 一 | 
人 
ww 玫 
ee 
一 


[| 








加 | 


图 


(19) (本 题 满 分 11 分 ) 


f(é) +éf (8) = 0. 


设 函 数 Ax) 在 [0, 1] 上 可 微 ， 且 满足 f(1) = 2 上 f(x) dr. 证 明 : 存 在 & e (0,1) ,使 得 


模拟 试题 ( 九 ) “59. 





(20) (本 题 满分 11 分 ) 
已 知 二 元 连续 函数 f(x，y) 满足 f/x,y) = y + [fx -49)di, 函数 g(x，y) 满 足 





g(x,，y) =g!(x，y) =1 及 g(0, 0) =0， 求 二 重 积分 |,g(x,y) )dr ,其 中 是 由 曲线 
x=y 及 直线 «=1 围 成 的 平面 图 形 . 





(21) (本 题 满分 10 分 ) 
设 函 数 y=y(x) 满 足 


加 3 _ [7 
y(x) =% | 





di +y' (xz)(x 三 1)， 





且 极 限 lim 区 宁 存在 ， 求 y()， 


和 
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(22) (本 题 满分 11 分 ) 

设 A 是 3 阶 矩 阵 ，w ，o ， 是 线性 无 关 的 3 维 列 向 量 组 ， 已 知 
4a =a, +a3， 
4a, =ai +aas ， 
4as =al +0，， 


问 : a 为 何 值 时 ，4 不 可 相似 对 角 化 ? 


(23) (本 题 满分 11 分 ) 
设 A 是 3 阶 实 对称 和 矩阵 ， 其 秩 为 2， 旦 满足 


1 1 -1 1 
0 中 0 ,| 
-1 1 1 1 
(1) 求 4”; 
( 工 ) 求 正 交 变 换 x = Cy( 其 中 x = (xi， X2， pa y=(y1, Y, y3)", C 为 正 交 和 矩阵 )， 
使 得 二 次 型 f(x, ，x,，x3) =x" (A4”+A)x 成 为 标准 形 ， 并 写 出 该 标准 形 . 


A 








模拟 试题 (十 ) 


一 、 选 择 题 : 1 ~8 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 32 分 ， 每 小 题 给 出 的 四 个 选项 中 ， 只 有 一 个 
选项 是 符合 题 目 要 求 的 请 项 前 的 学 司 填 在 等 纸 指 定位 置 上 . 


CE Ed 

















(1) x=0 是 函数 f(x) = 的 
Ce -1) 
(A) 可 去 间断 点 . (B) 跳跃 间断 点 . 
(C) 无 穷 间断 点 . (D) 第 二 类 间断 点 ， 但 不 是 无 穷 间断 点 . 
[ ] 
(2) 设 函 数 /(x) 的 "(x) 在 点 x=0 处 连续 ， Him 则 
(A) f(0) 是 fx) 的 极 大 值 ， 但 (0,f(0)) 不 是 曲线 y=f(x) 的 揭 点 . 
(B) f(0) 是 了 (x) 的 极 小 值 ， 但 (0, f(0)) 不 是 曲线 y=f(x) 的 拐点 . 
(C) (0) 不 是 (x) 的 极 值 ， 但 (0, f(0)) 是 曲线 y=f(x) 的 揭 点 . 
(D) (0) 不 是 fx) 的 极 值 ， 且 (0, f(0)) 也 不 是 曲线 y =f(x) 的 拐点 . 
[ ] 
(3) 已 知 极限 iny 信和 1， 则 极限 jw- 全 一 = 
1 1 2 
(A) (B) a (C) (D)1. 
[ ] 
nt 本 tan x x 
(4) 设 1 = Le dx ,D, -| 二 dx, 风 
(A) 1 >L,>1. (B) 1 > >L,. 
(C) Lb,>L >1. (D) 1>%,,>IL. 
[ ] 
(5) 设 二 元 函数 Ax，7) 在 点 (0，0) 的 某 个 邻 域 内 连续 ， 且 
lim f(x, y) 1, 
(00) x +1 一 2xsin y — cos’y 
则 了 (0，0) 
(A) 不 是 极 值 . (B) 是 极 小 值 . 
(C) 是 极 大 值 . (D) 不 存在 . 
L ] 
(6) 设 区 域 Di = | (x, y)1 x +y 1, x=0, y=0|, D,=|{(x, y)1 0<x<1, 0<yzs 


4 s 
1}, 及 D,;=|(x, y)| x + 二 一 ， x 宇 0,，y 宇 0|} , 记 
T 
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1 = ea = 1.2.3), 则 
Di 


(A) 1T<L,<L,. (B) 1 <L,<L,. 
(C) DL,<L<L. (D) 1 <T <L,. 
[ |] 
(7) 设 4 是 n 阶 和 矩阵 ， 则 A 的 每 个 n, 重 特征 值 和 的 特征 矩阵 A,E, -4 都 满足 r(A,E, - 
4) =n-n, 是 4 可 相似 对 角 化 的 





(A) 充分 而 非 必要 条 件 . (B) 必要 而 非 充 分 条 件 . 
(C) 充分 必要 条 件 . (D) 既 非 充分 也 非 必要 条 件 . 


[ ] 
(8) 设 4=(aw，o，o，m%) 是 4 阶 实 对 称 和 矩阵 ， 如 果 (1，1，0,，0) ，(1,，0，1，0) 
和 (0, 0，1，1) ”是 方程 组 4”y =0 的 一 个 基础 解 系 ， 则 二 次 型 Kx ， x), x3,， Xa) =x Ax(x 
= (xi，%,，%3，%4) ) 的 标准 形 应 形 如 
(A) ad + a + aays. (B) by +b,72. 
(C) et. (D) dy + dy3 + dy3 + daya. 
(其 中 a ，a,，as，b,，b,，c;，d;，d,，d;，d, 都 是 非 零 常数 . ) 





[ 1] 
二 、 填 空 题 : 9 ~14 小 题 ， 每 小 题 4 分 ， 共 24 分 ,请 将 答案 写 在 答题 纸 指定 位 置 上 . 


|. 1 1 
In /sin 一 +cos 一 
x be 


(9) 极 限 lim i = . 


. 1 
sin 一 +cos 一 一 1 
区 区 





(10) 设 丽 数 7(x) 具有 2 阶 导数 ， 且 满足 jy 全 = 1， 则 阳线 Y= As) 在 点 (1， 











dl 
f(1) ) 处 的 曲率 = 
(11) 反常 积分 [一 一 dx = 
! x VI+x 二 YX 
(12) 设 二 元 可 微 函 数 :=z(*,y) 由 方程 edi + my + 3z = 0 确定 , 则 二 二 | ，= 
y XOY y=0 





(13) 微分 方程 (x -1)dy+ (2xy -cosx)dx =0 满足 y(0) =1 的 特 解 为 . 
1 1 0 , 

(14) 已 知 3 阶 和 矩阵 4 = 10 1 [| 则 3 阶 行列 式 [4 -3A° 
1 1 2 





模拟 试题 (十 ) 03 ， 





三 、 解 答题 : 15 ~ 23 小 题 ， 共 94 分 ， 请 将 解答 写 在 答题 纸 指 定位 置 上 ， 解 答应 写 出 文 
字 说 明 、 证 明 过 程 或 演算 步 又 . 
和 


-二 大 dd 


设 函 数 F(z) = 一 一 一 一 满足 lim P(x) = limA(x) = 0, 求 常数 a 的 取 值 范围 


和 





(16) (本 题 满分 10 分 ) 

设 一 容器 是 由 图 10-16 的 平面 图 形 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 yh 
的 旋转 体 ， 现 将 容器 充满 水 ， 求 将 水 从 容器 顶部 全 部 抽出 ， 
至 少 需 做 的 功 . 





了 2 2 入 





















































1 





图 10-16 
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(17) (本 题 满分 10 分 ) 
WE 





t=0 


的 微 





=2sin ! 的 特 解 . 又 设 人 Y=coti， 求 满足 y| =1 的 可 微 函数 y(2). 


(18) (本 题 满分 10 分 ) 
求 二 元 函数 x,，y) =x* +2y -x 在 区 域 D=|(x, y) 1 x +y 4, 0<<y<1, x 宇 0|1 
上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 


模拟 试题 (十 ) " 65: 





(19) (本 题 满分 10 分 ) 

设 函 数 y=y(%) 是 正 值 连续 孔 数 ,满足 y(0) =1 及 

Ay(1 + Ay) = 2 +0(Ax) (Ax 一 0)(o(1) 表 示 Ax 一 0 时 的 无 穷 小 ) ， 其 中 Ax，Ay 分 别 
十 


品 
和 





是 自 变量 与 函数 在 任意 点 x 处 的 增 量 . 记 
Di=|(x, y)10<x<1, 0<y< Vy(x)|, 
D,=|(x, y) | 0<x<1, 0<y<y(x)|. 
分 别 记 D, 绕 x 轴 ，D, 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 体积 为 V 与 亿 , 求 V+. 


(20) (本 题 满分 11 分 ) 


设 二 元 孔 数 f(x， y) a 


2 
x+2xy, 0<x<a, | yl| <a, 


0， 其 他 ， 
( 工 ) 求 二 重 积 分 [(a) = x,y)qo, 其 中 D = |(x,y) lx +y axl,a >0; 


ey | 





( I) 求 极限 lim 
sina -In(l +a) -30 
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(21) (本 题 满分 11 分 ) 
设 函 数 /(x) 在 [0，1] 上 连续 且 f(0) =f(1) =0， 在 (0, 1) 内 二 阶 可 导 且 f”(x) <0. 记 
MM 为 x) 在 [0，1] 上 的 最 大 值 ， 证 明 : 存在 唯一 的 &e (0，1)， 使 得 f'(&) =MM. 


(22) (本 题 满分 11 分 ) 

设 方程 组 Ax =B 有 和 解 (1，2, 2, 1)" 和 (1，-2，4，0)7， 其 中 矩阵 4 =(@, @,,@&， 
om ) 的 秩 为 3， 且 Qa ，@,， Qs， QB 都 是 4 维 列 向 量 , 求 方程 组 By =w +2a 的 通 解 ， 其 
中 矩阵 B=(@, @,, @i, PB-a,). 








模拟 试题 (十 ) " 67. 





(23) (本 题 满分 11 分 ) 
设 f(x,，x,，xs) =x Ax， 其 中 x= (x,，xs，x) ， 和 矩阵 
1 26 0 
人 a 1|. 
2 1 1 
( 工 ) 求 二 次 型 /x, ，x,，xs) 的 矩阵 B( 实 对 称 矩 阵 ) ， 并 计算 B 有 特征 值 和 =0，1,，4 
时 a, 5。 的 值 . 
( 开 ) 对 上 述 算 得 的 a, 5b 值 ， 用 正 交 变 换 x = OQy(Q 是 正 交 和 矩阵 ，y = (y,，y,, y) ) 将 
f(x1，x,，% ) 化 为 标准 形 . 





模拟 试题 (一 ) 解 答 














2 
lim f(x) = lim oY ] 
和 人 Er Dn 十 3] 
1 .sin2x 色 
= lim = 一 
mn 人 ml- ] 
所 以 x= -是 f(x) 的 可 去 间断 点 . 
在 [0 王 内 7 无 间断 点 此 外 ， 由 于 
limf(x) = lim SU = - lim 2 
x 0 x0- 1 e 一 1 一 0- 1 
(e™™—1) nl 十 *] -一 和 
4 4 
8 2 
= 一 一 关 0= lmAx)， 
e 一 1 Xe0 二 


所 以 ,x =0 不 是 fx) 的 可 去 间断 点 . 

由 此 可 知 , f(x) 的 可 去 间断 点 个 数 为 1， 因 此 选 (B). 

附注 ”寻找 分 段 函数 的 间断 点 ， 除 各 个 分 段 区 间 内 的 间断 点 外 ， 还 应 通过 考虑 函数 在 分 
段 点 处 的 连续 性 ， 确 定 它 是 否 为 间断 点 . 


(2) 当 a= -2， -1 时 ,J() 在 [0， 二 ] 上 无 定义 ， 所 以 选项 (A) ，(B) 应 排除 、 当 a = 
0 时 ,J(%) =xlnw -二 ,上 且 在 (0，+ wm) 上 ,由 
1 
<0， 0 <Y< 一 ， 


三 (x)=lnx+14=0，x= 





>0， % > 


模拟 试题 ( 一 ) 解答 09 ， 





知 ， /4%) 的 音调 减少 区 间 仅 为 [0 一 ] 因此 选 (C). 
附注 ”本 题 是 对 选项 逐一 检验 而 得 到 正确 选项 ， 这 是 求解 单项 选择 题 的 常用 方法 之 一 . 
(3) 由 积分 中 值 定理 知 ， 存 在 Ee (a, 5b), 使得/(&) = [fa 
由 于 f(x) 在 [a, &] 上 可 导 ， 且 f(a) =f(é) 所 以 由 罗 尔 定理 知 ， 存 在 &e (a,&)， 使 得 
/ "(1) =0， 此 外 ， 由 罗 尔 定理 (推广 形式 ) 知 ， 对 (&，+ % ) 上 满足 儿 &) = lim f(*) 的 可 导 


痕 数 A 放 x) ， 存 在 6 e (E&，+%m )， 使 得 f'(é,) =0. 

由 于 f(x) 在 [a，+ om ) 上 二 阶 可 导 , 即 4'(x) 在 [a，+ om ) 上 可 导 ， 且 由 以 上 证 明 的 
广 (各 ) =f'(&,)( =0)， 因 此 由 罗 尔 定理 知 ， 存在 &e (6&1, 双 ) Cla，+%)，, 使 得 1"(é&) = 
0. 








根据 以 上 推理 得 方程 1"(x) =0 在 (a，+ oo ) 至少 有 一 个 实 根 .因此 选 (A). 

附注 ”题解 中 ， 有 两 点 值得 注意 : 

( 工 ) 积分 中 值 定 可 以 精确 为 : 

设 f(x) 在 [a, 5] 上 连续 ， 则 存在 &e (a, 5), 使 得 f(&)(b -a) = fx) ax 

( 卫 ) 罗 尔 定理 有 种 种 推广 形式 ， 其 中 之 一 是 

设 f(x) 在 [a， I 在 (a，+% ) 上 可 导 , 且 f(a) = lim f(x%), 则 存在 上 es (a， 
+oo ) ， 使 得 f'(é€) = 

记 住 以 上 结论 ， 0 有 用 . 


(4) 当 x < 0 时 , r(x) = FS (FAV) = | fia, 











当 * > 0 时 , 由 F(x) = 厂 In(L+Kxz+D)d 


令 5 


nd + f(u) ) du 
得 严 (*) =In(1+/(%))， 此 外 由 
F/(0) = limP’(x) = lim | f(t)dt =0， 
F(0) = limF’'(x) = limln(1 +/(*)) =0 
知 所 (0) =0， 所 以 由 出 和 





| | [fa 
F"(0) = lim HL - im 一 一 一 
EE jimf(x) = A0) = 0， 
有 in 
bn -AO) -0) 


=f 《0) = 


.70 . 2016 考研 数学 (二 ) 名 师 精 选 





得 "(0) =0， 因此 选 (D) 

附注 ”题解 中 ， (0) = lm 严 (z) 与 FL(0) = limP'(%) 是 根据 以 下 结论 : 

设 函数 p(z) 在 点 * = 0 处 连 连续 ,在 ( -8，0) (8 >0) 内 可 导 ， 且 lim p'(*) 存 在， 则 
(Co A )， 

函数 风 (z) 在 点 x =0 处 连续 ， 在 (0, 6) (5>0) 内 可 导 ,， 上 且 limy'(%) 存 在 , 则 1(0) 

ey 

第 二 个 结论 是 2009 年 考研 真题 ， 第 一 个 结论 的 证 明 与 第 二 个 相似 ， 因 此 上 述 结论 可 以 
a 

(5) 所 给 微分 方程 的 通 解 为 


7y(Cx) = ee 人 (c 十 [sins 。 el*qx ) = ec 十 [ersinxds ) 








= e*|c 本 Te (sin = cosz) | : 


将 y(0) = -地 代入 上 式 得 C=0， 所 以 y(#) = 地 (sinx - cost)， 从 而 


Ue ,ei 
dx dx dx 


， 1 
= | esiny +e cosy: FC C08% + sinx ) JA DV) 十 
x x 全 1 和 {a 
[e cosy 一 ersiny * 了 (oosx + sinx ) jf v), 
, | 1 、 
其 中 尺 =e'siny, v=ecosy, y = sinx -cosx). 因此 选 (D). 


附注 计算 于 “时 ， 应 注意 y 是 x 的 函数 ， 具体 是 y= 地 (sin - cost)， 


(6) 用 x+y)dc = 人 Psac (由 于 了 关于 * 轴 对 称 ,y 在 对 称 点 处 的 值 互 为 相反 数 ,在 对 称 
点 处 的 值 彼此 相等 . D, 是 刀 的 第 一 象限 部 分 ) 
2 Va2-1 2 
= ax | 2xdy = | 2x Ve 1dx 


=- 了 -Di = 2 .5 


因此 选 (B). 


附注 ”计算 二 重 积 分 应 充分 利用 积分 区 域 的 对 称 性 ， 当 D 具有 某 种 对 称 性 时 ， 
当 了 x,y) 在 对 称 点 处 的 值 互 为 相反 数 ， 


U， 
jreoac - be y)dz， 当 /(x,y) 在 对 称 点 处 的 值 彼此 相等 ， 


其 中 Dp, 是 D 按 这 种 对 称 性 划分 成 的 两 部 分 之 一 . 


模拟 试题 ( 一 ) 解答 “71 ， 





(7) 由 (4*)"=(4")"=(-A)”=(-1)”!'A’* 知 , n 为 奇数 时 ， 有 (A*)"=A"， 即 
4 是 对 称 矩 阵 ， 反 之 ， 当 4 "是 对 称 和 矩阵 ， 即 (4 ) =4 时 ， 由 以 上 计算 得 ( -1) ”=1， 
即 ”为 奇数 . 

所 以 ，4 "为 对 称 矩 阵 是 n 为 奇数 的 充分 必要 条 件 ， 因 此 选 (C). 

附注 “对 于 zz(z=2) 阶 窍 阵 4,， 4 ”=O 的 充分 必要 条 件 是 r(4) <n-1， 因 此 A*z0 
的 充分 必要 条 件 是 r(4) =n 或 n-1. 

(8) 由 于 4 ~B， 所 以 存在 3 阶 可 逆 和 矩阵 己 ， 使 得 


P-'AP=B. 
于 是 r(4 -2E,) =r(P-I(4 -2E,)P) =r(B -2E,)， 由 于 
-2 0 1 
1B-2E,| = 1 -1 0|=-3z0, 
1 0 -2 








所 以 ，r(4 -2E,) =r(B -2E,) =3. 
有 7r(4 -五 ;) =r( 妃 -五 ;)， 由 于 
-1 0 1 
1 0 0 
1 0 -1 
所 以 ，r(4 -E,) =r(B-E,) =2. 
从 而 r(4 -2E,;) +r(A -EE,) =5， 因 此 选 (D). 
附注 ”本题 也 可 按 以 下 方法 计算 . 
r(A-2E,) +r(4 -E,)=r(B -2E,) +r(B-E,) 


| 五 -五 ,| = =0, 但 B-E, 的 2 阶 子 式 





-1] 1 
1 0 














B-2E,, 0 
-| 和 0 | | 
-2 0 1，00 0 
1 -1 0i: 00 0 
B-2E; 0 1 0 -2i 00 0 
四 | 0 | SE 0 0 0 1 
0 0 0: 10 0 
0 0 0: 10 -1 
-20 1 0 0 0 
| 
2 
初等 行 变换 | 0 0 要 

















0 0 0 0 0 
所 以 ，r(4 -2E,) +r(4 -E,)=5. 
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二 、 填 空 题 
1 ( =1) neinn ee 区 
(9) 由 于 mm 1 + ea 1) nsinn sn) 
n>0% n 


其 中 ，1 (-1)"sinn| <l1(n=1, 2, …), tm (1+ = 0， 所 以 


附注 设 aw(x) 是 有 界 函 数 ，B(x) 是 某 个 极限 过 程 中 的 无 穷 小 ， 则 在 这 个 极限 过 程 中 有 
lima(x)B(x) =0. 
(10) 由 于 xe[ -1, 1] 时 , yy(x) =(x -1) 显然 xe[ -1, 0) 时 , yy(x) >1; xe[0, 
1] 时 , w(x) 夸 1， 所 以 
V(x)lIny(x), xel -1, 0), —x) ln(1 -x)*, xe[ -1, 0)， 
1 -w(x), xe[0,1] (1-(x-1)’, xe[0, 1]. 














P(x) ) -| 


于 是 | e(y(z))dx = fa — x) ln(1 — x) dx + - (x 一 1)”]dx, 其 中 


fa — x) ln(1 -xz2dx 3 x)d(l -x)? 




















=- 了 [Go In(1 — x) + 0 -| dx | = in2 
1 a ee 35 _ 1 1 2 
| ie lx = (2 )d : |， 一 
, 4 2 16, 8 
所 以 , 9(V(z))dx = E oo2 -+ 和 
附注 ”平时 应 练习 分 段 函 数 的 复合 运算 . 
(11) 由 y =tanx，y”=sec*x 得 所 求 的 曲率 为 
i 6 
[a I 兴 





附注 ”应 记 住 曲线 y=y(x) (其 中 y(x) 具 有 2 阶 导 数 ) 在 点 (xo，y(xo) ) 处 的 曲率 天 (xo ) 
的 计算 公式 : 


CS TE | 
[1+(y) 1 | 
(12) 由 题 设 f(u, v) =1-u-2v+o( V(u-1)” +v) 
=-(u-1)-2(v-0)+o(V(u-1) +(v-0)”) 知 
EE 
记 w=e’, v=x+y, 则 g(x, y) =f(u, v), 8 
gi (x, 7) =f, g(x, y) =f +h 





模拟 试题 ( 一 ) 解答 $13 





了 所 以 ,dg(%, y) 1 oo =g.(0, 0)dx +g,(0, 0)dy 
=fi(1, 0)dx + [fi(1, 0) +f(1, 0) Jdy= -2dx -3dy. 
附注 “本题 获 解 的 关键 是 由 f(4， 5) =1 -4-20+o( Va-1)7 4) 得 到 f!(1, 0) = 
-1, f,(1, 0) = -2. 
工 -sing+ V3+sin20 
(13) Jee | recosg,rsing)rdr = rx,y) 0, 其 中 忆 = {(r， 0)| [ES 


D 


一 Sing0 + V3 +sin 0， 0<6< 卫 上 它 是 由 曲线 工 : “=1|0<o< 工 | HH. r= -sin0 + 

















2 


的 方程 可 改 成 疡 = -rsing+ V377 Taim6， 即 人 + 六 +y= V3x7+477， 化 简 后 得 必 + 六 +2y 
=3， 即 巡 +(y+1) =4， 亚 为 正 向 x 轴 ， 所 以 D 如 图 答 1-13 的 阴影 部 分 所 示 . 由 此 得 到 


V3 rmal0<0<T Rn 9 =0 围 成 ， 显然 ] 即 为 加 x? +y =1 的 第 一 象限 部 分 ， 由 于 工 


aa = ay Krsy)as 
-i oo | ， 
上 式 左 右边 即 为 所 求 的 先 x 后 y 的 二 次 积分 . > I:x=V/Iy2 







附注 〈 工 ) 对 某 个 二 次 积分 17， 要 改变 它 的 积分 次 1 
序 或 积分 坐标 系 ， 总 是 先 写 出 与 1 相等 的 二 重 积 分 ， 然 
后 再 将 该 二 重 积 分 转换 成 所 要 求 的 二 次 积分 . 

( 卫 ) 如 何 由 + +y= V3x +4y 得 到 +++ 
2y =3? 具体 如 下 ， 8 | v7 

由 妇 + 姑 +7= V3x+4y 得 (++2y) -y= 
V3 7477， 即 图 答 1-13 

(好 + 色 +27) -2y(x +Yy +2y) -3(x +y +2y) +6y =0， 
或 者 〈 妈 + 妈 +27) 2-(27+3)(z + 欠 +27) +2y 3=0， 由 此 得 到 
[x+y +2y) -2y] [x+y +2y) -3] =0, 即 x* +y +2y =3. 


IT:x=V4-(y+D5 











| = oe (A-!)-! O | 
(14) = 
B C’ -(C*) BC4 ) (CD) 
A O 
= 1 1 
-一 一 一 一 一 C 
| C | | C | 
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附注 这 里 利用 了 分 块 矩 阵 的 求 逆 公式 : 
设 4, 都 是 可 逆 矩 阵 ， 则 


由 A-! 0 
CD) \ -DrcD4- D- 
一 1 A-! _A-'BD-! 

-(%, D-' ) 


2 ex sinx— | 2%| pe sinx 2+4+0 
(15) Tn| T+ | i -1-1=0, 
x—0— 1 EF 


十 e* | x| “0 (ltrer * 


1 4 总 
2+er sinx— | xl| De *+e * sinx 0+0 
wm| | | + 1 0, 
区 十 

















0 \1 +er ”0 \ ee “+l 


2+er sinx— | xl| 


mio | j= 此 外 
“1+er 


1 
2+e* sinx—|xl| 1 
lim 和 arctan — =0. 
区 


TT 


=- 峰 
< 了 ， 因此 











arctan -一 
x 





01+er | x| 


附注 由 2 + 一 是 以 x =0 为 分 段 点 的 分 段 画 数 ， 所 以 计算 -0 的 极限 
1 +ex 和 
时 ， 应 从 计算 左 、 右 极限 和 人手， 在 计算 时 还 应 注意 到 lime* = + m ，lime* =0， 
(16) 记 刀 绕 直线 y =1 旋转 一 周 而 成 的 旋转 体 体 积 为 了 Y， 则 


v= 7[f 0 -ea -Ja -oz] 





= mn | (x -3x + 2x)dx = 
记 刀 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 体积 为 VV， 则 
V ea 


= 2 (x — x )dx = 
0 


附注 “应 记 住 以 下 公式 : 
设 平面 图 形 Dp, = | (x,y) 1 a<x<b, /i(x) <y<f(x) < 对 绕 直 线 y =k 旋转 一 周 而 成 的 
旋转 体 体积 
Vf [ef -JoO]ar 
设 平面 图 形 D, = | (x, y) 1 c<a<x<0b, fi(x) yf(x)| 绕 直线 x=c 旋转 一 周 而 成 的 
旋转 体 体积 





.=25[f Gx f(r)ds - (x -of Ce) del 
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(17) 所 给 微分 方程 y" +a’y =sinx +2cos2x (1) 
对 应 的 齐 次 微分 方程 的 通 解 为 
Y=Cicoslalx+C,sinlalx (CI，C, 是 任意 常数 ). 
当 a=1 时 , 式 (1) 有 特 解 
y” =x(Alsinx + Bicosx) + (A,sin2x + B,cos2x). 
将 它 代 入 a =1 时 的 式 (1) 得 
2Alcosx -2B,sinx — 3A,sin2x — 3B,cos2x = sinx +2cos2x. 


1 2 
由 此 得 到 4, =0, B, = 3 A, =0, Bb, = 3. 故 








因此 ， 当 a =1 时 , 式 (1) 的 通 解 为 


1 2 
y=Y+y" =Cicosx +C,sinx— es a 


当 a=2 时 , 式 (1) 有 特 解 
y™ =A,sinx +Bicosx +x(A,sin2x + B,cos2x). 
将 它 代 入 a =2 的 式 (1) 得 
34sinx +3B)cosx +4A,cos2x —4B, sin2x = sinx 二 2cos2X. 
1 


由 此 得 到 4， = 二 ， Bi =0，4. = 本 ,及 =0. 故 





因此 ， 当 a =2 时 ， 式 (1) 的 通 解 为 
1 1 
y=Y+y” =Ccos2x + C,sin2x + i + et 


附注 设 有 2 阶 线性 微分 方程 
y+ay’ +by =e™ (aicosBx + bsinBx) (+*) 
(其 中 ,a, 5，al，0b1，Q, B 都 是 常数 )， 则 式 ( * ) 有 特 解 
y” =x'e™ (AcosBx + BsinBx), 
0， 当 a+i 褒 是 方程 ”+aA +b=0 的 0 重 根 


k= ”证 "类 4， B 四 、 
1 当 w+ 认 是 方 三 )2+oA+5=0 的 1 重 根 , 香 到 可 由 yy 代 人 人 式 (*) 


? 





确定 
0 2 9z 1 ， 
(18) 由 0 = 4+ 得 |e+9)dy = yt + 9(%). (1) 
z(x，0) = 两 边 对 x 求 偏 导数 得 和 (=24， 将 它 与 由 式 (1) 得 到 的 宇 | ， =e(s) 比 
较 得 g(x) =2x, 所 以 
0z 5 
一 =My + 一 /十 2x 
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yd 1 
同样 可 得 二 = wy + 一 x? +2y. 
90y 2 


记 w=x+y, v=%-y, 则 w=z(u,v), 所 以 





9 0 0 0 
dw =dz(u, v) = Sqdu + dv = (dx+dy) + (dx -dy) 
Ou 07 Ou Ov 
1 
= [Gx +) -7) + (sy) +2(4+7) | Cdr + oy) 


1 
+ [Grn) Ce-y) + Fr+y)’ +2(4 -7) |Cdx dy) 
=(3x —y +4x)dx + (4y—2xy)dy. 
附注 题解 有 以 下 两 点 值得 注意 ; 


9 ,0 1 1 es 
( 工 ) 由 =%x +y 得 wy+ y +p(x), 而 不 是 z=xy + 一 y? +C(C 是 人 意 常数 ). 
Ox0y Ox 2 冯 











gz(% 


CI) 由 题 设 知 z(x, y) 是 关于 x 与 ;的 对 称 函数 ( 即 z(y, x) =z(x,y) ) ,所 以 和 


于 互 换 





:让 中 的 与 y 即 可 . 





(19) 由 于 人 sine V1 - 产 cos20drd0 = sine 1 —-r(cos0 -sing)rdrdb 
D D 
守 hy Al = + ydo, 
D 


所 以 f(x,，y) =y V1 -x +y， 此 外 ， 


a 0) 0<rsseeb， 0<0< 了 | - | (x, y) | Ox=1 , 0<yx| 














如 图 答 1-19 阴影 部 分 所 示 .， 由 于 2 
of _ Ny of _ 1 -x +2y 
0x Vie ty 9) NL 

所 以 , 方程 组 | ”在 的 内 部 无 解 , 即 /(x, y) 在 D 的 内 部 





O 
9y 图 答 1-19 
可 能 极 值 点 . 
DD 有 边界 1 : y=0(0<x<1), I[:; x=1(0<y<1) 以 及 I: y=x(0<x<1). 
在 1 上 ， f(x, y)=0(0<x=1), 所 以 它 的 最 大 值 与 最 小 值 都 为 0. 
在 上, f(x, y) =y (0<y<1)， 所 以 它 的 最 大 值 为 1， 最 小 值 为 0. 
在 亚 上 ， f(x, y) =x(0<x<1), 所 以 它 的 最 大 值 为 1， 最 小 值 为 0. 
因此 ,f(x, y) 在 D 的 边界 上 ， 即 在 D 上 的 最 大 值 为 1， 最 小 值 为 0. 
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附注 ” 解 题 时 应 注意 的 是 ，f(x,，y) 在 极 坐 标 系 中 的 表达 式 为 rsing V1 -rcos20， 而 不 
是 产 sing V1 -rcos20. 























(20) ( I ) 由 于 ime 和 一 和 _ We +% lim 一 -2 je 三 光 
x x—0 ba x—0 和 X 一 ”0 和 
洛 必 达 法 则 Dp secx -1 2 tanx 2 
一 一 一 0m = 1m = 3 
x—0 3X2 3 x—0 x 3 
所 以 ， 在 点 x=0 的 充分 小 去 心 邻 域内 有 
tan2x 一 和 
0 < 一 <1. 
和 


由 此 证 得 ， 当 | x| 充分 小 时 ， 和 好 入 tamx 近 好 + 和 
(本 ) 申 ( 工 ) 知 














1 1 Y ， 1 1 Y 1 Y¥ 1 1 
二 = <tan” < 丰 = 让 
n+k 人 wm + 天 /n+k vntk Vnt+k) n+tk (n+k) 























. 1 1 1 
所 以 一 tan2 = + (n=1,2,.…) 
> Ek 和 > /n+k a 2 
] ~ 1 ! 1 
由 于 lmy 一 - = lim 一 》 = | 一 -dx = In2, 
up nf ol 
n 
lim| > 十 ] = pm2 + lim a a 
之 17+8 ji (7 + hk)? mo Ww Tl ( a 
1 .= 
n 
= ln2 +0. | = 1n2, 
o(l +x)’ 





所 以 ,由 数列 极限 存在 准则 工 知 lmx， = lim > tan? 

附注 ”数列 极限 存在 准则 有 两 个 : 

准则 I 设 有 数列 |x,| ，|y,| 及 |z,| ， 如 果 它 们 满足 

y, <x, <z,(n=1, 2, …), 

Hlimy, 学 limz, =A， 则 limx, =h., 

准则 卫 ” 设 数列 |x, | 单调 不 减 有 上 界 ， 或 单调 不 增 有 下 界 ， 则 limx, 存在 . 

(21) 由 于 (i) 在 [0, 2] 上 2 阶 可 导 ， 所 以 对 任意 xe10, 2] 及 ie[0, 2]， 有 泰勒 公 
式 : 

fi) =f(x) +f "(x) (tx) (人 是 介 于 1 与 x 之 间 的 实数 )， 


特别 有 
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f\0) =f(x) -f(x)% (ED 人 是 对 应 1=0 的 )， (1) 


12) =f(w) +41) (2 -4) + 了 "(名 )(2 -4)*( 名 是 对 应 t=2 的 外 (2) 
式 (2) - 式 (1) 得 
102) -10) = (1) + FL "(Ea) (2) -f"(E)], 


即 f° (1) =3 2) -Ko) -3 "(E) (2-0 -GDe]| 
由 此 得 到 
FO <F{ AD YAO +30 f(D) (2-0 +1f"(E) 1 «| 


| + 本 (2 -2 + ) <2 (由 于 2 -2x + 在 [0, 2] 上 的 最 大 值 为 2). 
附注 为 了 将 f'(x) 与 f(x),，f/"(x) 联 系 起 来 ,常常 使 用 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 泰勒 公式 . 
本 题 就 是 按 此 想法 证 明 的 . 
(22) ( 工 ) 由 (A) 与 (B) 等 价 知 ，r(B, ，B,，B,) =r(a ，o， 四 )， 由 于 









































1 0 1 1 0 1 
(ay wm)1=013|=|0 1 3|z0, 即 r(@，@,,@) =3， 所 以 
1 1 5 0 1 4 
1 1 3 1 1 3 
r(B', BbB,, B;) =3， 即 0 关 | (DB，， BbB,, B;) | 三 1 2 4 = 0 1 =a—5. 由 此 得 
1 3 a 0 2 a-3 
到 a5. 
(I) 当 a 寺 5 时 ,由 
1 1 3:1 0 1 
(Bi, BbB,, B; ia, @,, a3 ) = 1 2 4:0 1 3 
1 3 ail 1 5 
1 1 3 ; 1 0 1 1 0 和 
初等 行 变 换 E | 
FI 0 1 1 : -] 1 2 一 |0 1 1 : 一 1 1 2 
0 2 a-3 0 1 4 0 0 a- 2 -1 0 
1 0 2a-14 -a+7 _1 
10 2: 2 | 二 本 本 
0 1 1 一 1 1 2 0 10 一 w+3 Q 一 人 2 
2 1 Q& 一 9 Q& 一 9 
0 0 1 5 加 0 
和 ° 0 0 1 可 0 
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2a -14 -a+t+3 2 
Ql = a-5 Bit+ a-5 B+ ps, 
知 ，(A) 由 (B) 的 线性 表 式 为 -a+7, a-4 1 (1) 
Q, = Bit+ B; — pbB; 
a—5 a -5 
as = -DB +2p, 
2au -14 -— 7 
1 0 0 所 | 
Q 一 9 a-5 
i 如 TAR —a+3 a—4 本 
附注 ”将 初等 行 变换 后 的 矩阵 |0 1 0 2 | 的 列 向 量 由 左 至 右 顺 
Q 一 Q 一 
2 1 
0 0 1 一 0 
: a-5 a-5 
序 记 为 B!，B;， PB;; qr ，Qay ,Qs ， 容 易 看 到 
2a -14 —a+3 2 
下 了 el 
MU a 
， -a+7,, a-4,, 1 (2) 
Q, = Te 2 -sb;; 
Qs = -BI +2B;. 


由 于 “初等 行 变换 不 改变 列 向 量 之 间 的 线性 表示 关系 ”( 记 住 这 一 结论 ) ， 因 此 由 式 (2) 直 
接 得 到 式 (1) ， 即 (A) 由 (B) 的 线性 表示 式 . 

(A) 由 (B) 的 线性 表示 式 也 可 以 用 以 下 方法 计算 1: 

记 e1=(1, 0, 0)', e,=(0, 1, 0)',e3=(0,0,1)"， 则 由 
1 1 3 
(pi, Bi, Bs) =(e1, ey, 0)|1 2 4 得 

1 3 

1 1 


(@1, @, €@3) = (Bi, Bb,, Bb;) 1 2 
3 

















= (BB, pb,, B;) -1-— 

















于 是 ， (ai ， Q,， @;) =(e@i1, €,， e3 ) 0 
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2 2 
2 一 一 工 十 一 
a-5 a-5 a—5 
| | 1 0 1 
. os 三 省 三 1 一 0 1 3 
(pp 有 | -1- ss 14 一 
1 1 5 
1 2 1 
a—5 a-5 a—5 
2a-14 -a+7 1 
a-5 Q 一 
-a+3 a-4 
mn 2 |， 
(p1, ps By) 2 
2 1 
一 0 
a-5 a—5 





它 即 为 式 (1). 











(23) (了) 由 于 (1，2，1)" 是 4 的 一 个 特征 向 量 ， 记 它 对 应 的 特征 值 为， 则 有 








A 1 -4)/1 A-2=0, 
1 A-3 -al|l2|=0, 即 和 11 +2(A -3)-a=0, 
-4 -a AJ\l -4-2a+A=0. 
解 此 方程 组 得 入 =2, a= -1. 
将 a= -1 代入 4, 得 4 的 特征 方程 
A 1 -4 
1 A-3 1 |=(A-2)(A-5)(A+4)=0, 
-4 1 A 


它 的 根除 A = 入 =2 外 ,还 有 A =5，A = -4， 所 以 ，f(x, ，x,，% ) 的 标准 形 为 2y? +5y2 - 
47y3. 





( 卫 ) 由 于 4°“ 是 实 对 称 和 矩阵 ， 所 以 它 能 化 为 对 角形 矩阵 4， 由 于 4” 的 特征 值 为 凡 
1 41 1 4 1 4 


= -20, 1, = ， = -8, Ws = ~ =10， 所 以 


1 2 3 


一 20 











10 
由 题 设 知 ，A 的 对 应 A, =2 的 特征 向 量 为 &1 = (1, 2, 1).. 


设 对 应 A, =5 的 特征 向 量 为 &, = (wi，w,，ws) ， 则 ,满足 





5 1 -4Y{u 
12 1llw|=0. (1) 
-4 1 5 U3 
i 0 =9 =9 
初等 行 变 
由 于 1 2 1 Fi 2 1 ——— 11 


模拟 试题 ( 一 ) 解答 “ 81 . 





? 





0 1 1 0 1 1 
一 | 人 了 | 1 0 
0 0 0 0 0 0 


u;, +us =0， 
“| 同 解 ， 它 的 基础 解 系 为 (1，-1，1)",， 故 取 吉 = (1，-1， 





所 以 , 式 (1) 与 | 
LI +u, 
Ls 

设 对 应 1; = -4 的 特征 向 量 为 和 = (ww, ,ww )'"， 则 由 4 是 实 对 称 和 矩阵 知 





3» Sl1 =0, 1 2v, 3 =0， 
#1) 即 | “了 “ 它 的 基础 解 系 为 (1，0，-1)7， 故 取 志 =(1, 0，-1)" 
(E33 到 =0， VI 一 22 十 73 =0. 
显然 , 二， 志 ， 志 是 正 交 向 量 组 ， 现 将 它们 单位 化 得 

1 























名 由 2 -| SS | 2 0 | 
“lal WE EE) ll Bs BBB) ll Ss 
记 尸 = ( 净 ， 况 ,各 ) ， 则 己 即 为 所 求 的 正 交 和 矩阵 
附注 设 4 是 可 道 矩 阵 ， 有 特征 值 A 及 与 之 对 应 的 特征 向 量 专 , 则 4 有 特征 值 w = 














上 全 -及 与 之 对 应 的 特征 向 量 志 “所以 当 Pr4P 为 对 角形 年 阵 时 ，PT4* 亚 也 是 对 角形 矩阵 ， 
且 对 角 线 上 的 元 素 都 是 4 * 的 特征 值 . 


模拟 试题 (二 ) 解 答 


| 
中 C D C A D D B A 


上 人 
(1) 由 于 y = | | 


-2[(= 3 E = 2 ] 
~ 21l\wx-l wx x x+1) 2\x-l x+l x 














\ -站 | 0 10! -1 0 10! > _1 | 
WO 
a 11 证 11” 因此 选 (C) 
2(x-1) x 2(x+1) 


附注 应 记 住 公式 : 对 az0， 


1 (n) a .nl 
| ] =( -1)" 入 二 和 
ax +b (ax +6) 
































dy 
di 2e(e' -1 ‘(1 -1) 、 
(2) 由 于 是- 和 -人 -人 人， 并 县 由 是 设 和 
“= ——ln(l +t) NE 
di 1+t 
dy md me lt (ee -1) me -1 
dxli=0 一 dx m0 In(1 +1) m0 1 
dy dy e(l1+i)(e -1) 
所 以 ， 的 jm dx 0 In(1 +7) 
di\dx)|i=0 “0 t 全 0 t 
. e(l+i)(e’ -1)-In(l +i) 
sw 六 
1 [e ~-e’ -ln(11+t)] +e't(e'-1) 
= lim 
i™0 2 


t 





| 1 ft 
e -ee I t+) ,1 





= lim 
Ue 太 
21 t 1 
a Mo y © 本 © 
洛 必 达 法 则 .. ] +t 
一 一 im + 工 


1 一 ”0 21 


模拟 试题 ( 二 ) 解答 83 ， 





2(e -1) -(e' -1) -全 1 











=lim 元 一 
因此 选 (D). 
1 e'(1+ti(e -1) ,0 
附注 由 于 在 点 x=0 的 某 个 邻 域内 -= In(1+4t) 是 分 段 函 数 ， 所 以 用 
] ， t=0 
导数 定义 计算 [里 | 


—xlnx, 0<x=1 
9 9 


(3) 由 于 y=x| Inxl -| 在 (0，+ o ) 上 连续 ， 当 0 <x<1 时 ， 


xlnx, x>1 


1 
>0，0 <xY< 一 ， 
e 


y=-(lnx+1) =0, x%=—, 











<0,，, i 
ee 
当 x >1 时 ， y =lnx+1>0, 即 y=x| lnx | 在 
(1，+eo ) 上 单调 增加 ， 且 lim y= +%. 所 以 y= 
二 1 
| Inx1 的 概 图 如 图 答 2.3 所 示 . 由 图 可 知 y[ 二] = 二 是 y = inx | 的 极 大 值 (不 是 最 大 


e 

值 )， 因 此 选 (C ). 
附注 ”本题 是 利用 函数 的 单调 性 画 出 它 的 概 图 ， 快 捷 地 得 到 正确 的 选项 . 
(4) [sin V1 - sinxdx = 全 six cosx | dx 


和 


2 mT 
= | sinxcosxdx | sinxcosxdx 
4 本 


> 
2 
a 





六 
一 一 SIn % 


2 
4 
附注 ”题解 中 应 注意 的 是 : 利于 r| 上 V 1 一 sin% 天 cosx ， 而 应 为 V1 -sinx = | cosx | . 


(5) 由 于 xz，y) 在 点 (0，0) 的 关于 <* 的 偏 导数 存在 ， 所 以 
ia 0) =K0, 0) -rr(0， 0). 





Cy 
= 一 SIn % 
2 


J 因此 选 (A) 


2 





因此 选 (D). 
附注 ”由 于 fx,，y) 的 偏 导 数 仅 在 点 (0,0) 处 存在 ， 所 以 选 (A)(B) 及 (C) 都 不 正确 . 


(6) 由 于 刀 关 于 y 轴 对 称 ， 而 /Kx ) 在 对 称 点 处 的 值 彼此 相等 ,所 以 re)de = 


2 有关)de. 因此 选 (D). 
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附注 在 计算 二 重 积 分 时 ， 应 充分 利用 积分 区 域 的 对 称 性 ， 适 当地 化 简 二 重 积分 . 
(7) 对 于 n>2 有 
(A*)"=(1A1AT)*=1A1" A) =|1Al1" (A)-! 


1 
=14121014140-=14I 14 "2 


因此 选 (B). 

附注 当 4 是 不 可 逆 时 ， 本 题 结 论 仍 成 立 .， 这 是 因为 ， 当 4 不可逆,， 即 141 =0 时 ， 
141 4 =0O0， 男 一 方面 当 141 =0 时, r(4*)=1, 或 0, 即 r(4 ) < -1 从 而 
r( (4 )”) =0， 由 此 得 到 (4 ) ”=O. 

故 仍 有 (4*)"=141" A. 

(8) 由 4 是 正定 矩阵 知 ，A 是 实 对 称 矩 了 泗 ， 从 而 4 ”也 是 实 和 矩阵 ， 并 且 由 4 得 (A*)" 
=(47) ”=4”， 所 以 4 也 是 对 称 的 ， 从 而 4 也 是 实 对 称 和 矩阵 ， 此 外 , 由 4 的 特征 值 A， 
141 1A4| 1 41 ， 
本 因此 4 是 
正定 和 矩阵， 同样 可 得 B" 是 正定 和 矩阵， 于 是 ， 对 于 任意 x(n 维 非 零 列 向 量 ) ， 有 xz4 xz >0， 
Xx'B*x >0， 由 此 可 知 








A,，…， 入 ,全 为 正 的 知 ，A4“ 的 特征 值 





? 


x' (A +2B* )x >0, 
即 A4“”+2B“ 是 正定 矩阵 ， 因 此 选 (A). 
附注 ”应 记 住 以 下 结论 : 
设 4, B 都 是 n 阶 正定 矩阵 , 则 A +B, 47+B', A4-'+B-',，A" + 有 都 是 正定 矩阵 ， 
但 4-B,，A4B, A'B"，A-'B-'，A“*B’ 等 未 必 是 正定 和 矩阵 . 
二 、 填 空 题 


1 +x 





T 
dx = [Carotanl + arctanx ) dx = 十 [arctanxdx 


(9) [arctan 


1 -x 


| 
dx = + Xarctanx 一 gl +X)+C. 





T 
= — + xarctanx 一 
4 


1 +x 


附注 以 下 公式 是 常用 的 : 





Q 十 % 
arctan = arctana + arctanx ， 





一 ax 
arctan = arctana — arctanx. 
+ ax 
1， |x| 1, 
(10) 由 于 maxll, el = 所 以 
ws lwxw| Sl1, 


2 ! ? 7 13 
1l,x ldx=| d “dx =2+ 林 = 一 
| max| 3 和 | 和 | X + 和 村 3 3 


附注 同样 可 以 计算 min|1,x|dx: 


模拟 试题 ( 二) 解答 “85 . 








2 2 本 光 2 本 2 本 
| mintleiae = 上 d + | dx = 3 1 = 
(11) 曲线 方程 可 以 改写 成 y =x+ 所 以 
y=1+%x, y=1. 
因此 ， 该 曲线 在 点 (0，0) 处 的 曲率 为 
玉 - | y | 本 1 _ 1 | 
[1+(y 3] 1-o rar 1 2 











于 是 由 曲率 圆 的 半径 -元 =2 .得 曲率 圆 的 面积 ; 


S=7R =87. 
附注 曲线 y=y(x) 在 点 (xzo，y(xo) ) 处 的 曲率 天 计算 公式 为 


| 


SE 
[1+(y)°]? 





x=X0 





i 
= 
(12) 唐诗 二 生生 2) -z(1，2) _ jim x 


























x—l + XxX—l1 
lnx(ln2 -lnx) = 1 1 ] 
i 辣 区 2 * (In2 ~ Inx) | =In2 a 
MX 一 >] 十 光一 1 汪汪 X% 一 1 “1+X 一 
2) -z(1，2 In(Cx'™ 1| -1 ] 
0 
六 = 区 一 ] X 一 >] 一 光一 ] “1 -光一 ] 
0 
所 以 全 = ]n2. 
Ox | (1,2) 
i 0 dz(x, 2 
附注 由于 下 | = 各 人 | 而 z(x，2) 是 分 段 点 为 +=1 的 分 段 丽 数 ， 所 以 按 定 
Ox (1 2) NX 六 三 1 
dz(x,2 
义 计算 一 一 一 全 
w=1 





(13) Je wa 二 [zg f enar 三 = nde 


= (re | 一 J ear)= 


附注 ”由 于 D 是 圆 的 一 部 分 ,而且 被 积 函 数 是 x* +y 的 函数 ， 所 以 用 极 坐 标 计算 所 给 
二 重 积 儿 





0 0 | =2 0 0 1 =2 71 =2 =3 =1 
0 0 =2 4 0 0 =2 4 —14 4 10 2 

14 六 “二 = 
UT 1 2 -1 1 和 2 = 1 一 4 0 0 0 
= 2 1 = 2 1 = 6 -7 17 
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7 一 -3 -1 

初等 行 变 换 0 0 0 
0 6 | 

一 1 6 一 17 


所 以 r(42) =3， 从 而 7((4?)")=1. 
附注 ”本题 是 利用 以 下 公式 (应 记 住 ) 计 算 的 . 
设 4 是 nn 阶 和 矩阵 ， 则 





r(A) =n, 
r(4 )=141，r(4) =7 -1， 
0, rr(A) <n-l. 














三 、 解 答题 
im| | =e* 2 > 
2 V1l+x 
一 Sinx + -一 
2 1 
1 2(1 
In| cosx + = tl +%X) se COSX (1 +x) 
其 中 lim 一 im 
20 了 0 2x 
. 1 x 

2(1 +x)| -snx+ 一 |-|cosx + 一 

2 2 

= lim 
x—0 x 
4(1 +x) [eo + “x 
1 
—2sinx ~ 2xsinx +—x + (1 — cosx) 

s 2 3 
lim = 

4 0 ba 8 

所 以 ， 1 we se 3 
1m e 8 
2 V/ 


附注 本 题 是 1” 型 未 定式 极限 ， 所 以 利用 全 \ 式 4 =eww 转 化 成 先 计算 * "型 未 定式 极 


1 
ln| cosx + 一 了 +x) 
限 lim 
x0 


x 





YIn[ 1 + Minr fx) ] 


(16) 于 g(D) =lim[l + Yani fo) mT el Mi, 
3/5 3 一 -一 
其 中 人 | = /psint lin ) 


0 ln(1 +x) 


= VP sint t lini WAR ee A ) -0 = VE nt f'(0)= YP sint. 











模拟 试题 ( 二) 解答 “87 . 





所 以 ，g(1) =eYw， 因 此 





ns 1 8(%) -8(0) |. | i - tsint 
2g'(0) =lim = lim = lim 三 下 
i>0 x i0 t I>0 过 





附注 。 题 解 中 有 两 点 值得 注意 ， 
CI) 由 于 /Cw ) 仅 在 点 =0 处 可 导 ， 所 以 极限 lw 全 必须 按 导 数 定义 计算 


x—0 





( 耳 ) g'(0) 也 可 以 按 以 下 方法 计算 : 


ET 2 1 2 
由 于 t 关 0 时 ,g(t) EE sn ioeov | 且 








1 2 
3 2 /sints 1( YY) >| 
limg’ (1) Se ee lim| 的 十 | , ] cost | = 一 + 一 =1， 
m0 m0 POL3\ 3 \sint 3 3 


所 以 ，g'(0) =limg’'(t) =1. 

















1 1 1 
Ciyy | dx = [ese i [ese = dian 二 
sinx W1 + cosx \2 2 2 2 2 2 2 
1 
= 到 (ea tan 十 [mm cot 一 csc 一 d 】 
AD 2 
1 1 
Sec 二 二 [ese d 

厅 2 万 


+ (. 





1 by 1 
= 一 sec 一 + 一 ln 


fF 2 态 
附注 “应 记 住 以 下 积分 公式 ， 


和 和 
CSsc 一 一 Cot 一 
2 2 





[secxds = ln| secx + tanx| + C, 


[esexds = ln| cscx ~ cotx|+C. 


(18) 对 ef(x) +2e™ f(T -x) =3sinx 
令 1=T 一 x， 即 x=m -i 得 
e™ ‘f(Tm -it) +2ef(1) =3sini, 
即 2e™ "f(Tm—-x) +4ef(x) =6sinx. 
式 (2) - 式 (1) 得 e*f(x) =sinx,， 所 以 f(x) =e *sinx. 


TT 
>0，0<x< 一 ， 
4 


由 于 f'(x) =e ™*( -sinx + cosx) 1=0, + = 所 以 f(x) 在 (0, 7) 内 有 极 大 值 





(1) 


(2) 
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AT = 无 极 小 值 

附注 ”由 于 f(x) 是 由 式 (1) 确 定 ， 所 以 要 计算 它 在 (0，7) 内 的 极 值 ， 应 先 确定 f(x) 的 

(19) 记 F(x) =f(x) -x， 则 F(x) 在 [0, 1] 上 可 导 , 且 (0) =F(1)( =0)， 所 以 由 罗 
尔 定理 知 ， 存 在 me (0, 1), 使 得 让 (nmn) =0.， 于 是 所 (x) 在 [0, wn] 上 可 导 , 且 (0) = 
所 (m7)， 所 以 由 罗 尔 定理 知 ， 存 在 m,(0，n)， 使 得 (wm,) =0， 同样 可 知 ， 存 在 m, € (7， 
1) ， 使 得 1”(m,) =0. 

由 此 可 知 ，1”(x) 在 [wm,，m,] 上 满足 罗 尔 定理 条 件 ， 因 此 存在 &e (m,n,)C(0, 1)， 
使 得 FY(E) =0, 即 /(&) =0. 

附注 _ 罗 和 尔 定理 的 高 阶 导数 形式 有 各 种 叙述 ， 例 如 ， 

设 A(x) 在 [a, 5] 上 2 阶 可 导 , 且 f(a) =f(c) =f/(2) (其 中 ce (a, 5))， 则 存在 ee(a， 
b) ,使 得 f"(&) =0. 

设 f(x) 在 [a, 5] 上 3 阶 可 导 , 且 f(a) =f(x) =f(x,) =f(5b)( 其 中 a<x, <x,<b), 或 
f(a) =f(n) =/'(5)( 其 中 we (a, 5))， 则 存在 ge (a, 5), 使 得 /VY(&) =0. 


(20) 记 4 = 用 ns,y)dr, 则 所 给 等 式 成 为 





12 
f(x, y) =Y Vy + A, 
下 
上 式 两 边 在 D 上 二 重 积 分 得 
12 
A = lixvyd —A lid 
| dr je 


三 fa fy 十 4 fa fw 
5 


T 1 


= 二 5 
lISx16 2 





Ti Tr 
即 4 二 120 因此 f(x,y) 二 了 
于 是 , 对 xse(-o，+o) 有 


g(x) =f( sin’x, 入) = 和 sin2x 和 


] 2 
=—x’ (1 -cos2x) ne 
2 10 


由 ee 1 2 Po | (6) 
=—x = [1 -2%) En 机 


TT 
6 
x | + 一 


x 10 








=x’ -3 -co x) (其 中 & 介 于 0 与 之 间 的 实数 ). 


附注 注意 : cosx 的 2n 阶 带 拉 格 朗 型 余 项 的 麦克 劳 公式 是 


模拟 试题 ( 二 ) 解答 























. 89 . 
ed | 1 3 1 2 
cosx =1 ——x +x e+( -1)" X ”十 (cosx) 2) | pa 
2! 4! (2n)! (2n +2)! = 
不 是 cosx =1 a -+(—-1)” : MX2 十 (cosx ) 6) w+! 
21 41 (2n)! (2n +1)! 
(21) 所 给 方程 两 边 对 % 求 偏 导数 得 
0 0 0 2 
2x +z 一 -4 二 -=0, 即 二 -= 一. 
Ox Ox Ox 4-z 
守 -0， [=0， 
Ee | Ox 4 一 z 。 
间 样 可 得 = 一。 由 于 方程 组 即 在 D 内 部 无 解 , 即 z=z(x,y) 在 D 内 部 无 
一 z xz 
=0， =0 
9y 4-z 


可 能 极 值 点 . 
D 有 边界 I: y=0(0<x<1), :x=0(0<y<1) 以 及 HHH. x+y=1(0<x<1). 
在 1 上 ， 所 给 方程 为 2x” +z -8z+8 =0， 即 
z=4+V8-2x (0<x<1). 


它 有 最 大 值 4+2 2， 最 小 值 4 -2 V2， 同样 可 以 算出 z 在 了 上 有 最 大 值 4+2 V2， 最 小 值 4 - 
2 2. 


在 亚 上 ， 所 给 方程 成 为 
2x +2(1 -x ) +z -8z+8=0, 


即 z=4 土 1 -4-3 (0<x=1). 


它 有 最 大 值 4+ V6， 最 小 值 4 -V7. 
综 上 所 述 ,，z =z(x, y) 在 D 上 的 
最 大 值 =max|4 +2 V2, 4+Y6| =4+2 2， 
最 小 值 =min14-22, 4-V7} =4 -22. 
附注 在 D 上 zz#4( 这 是 因为 =4 时 ， 所 给 方程 在 为 * +y =4， 这 在 D 上 是 不 可 外 
0z 
的 )， 所 以 z=z(x, y) 在 DD 的 内 部 的 可 能 极 值 点 仅 来 自 方程 组 2 


所 
可 
0 


的 解 。 因 此 当 它 在 D 
0 





0 
内 无 解 时 ，z =z(x，y) 在 D 的 内 部 无 可 能 极 值 点 . 
(22) 使 矩阵 方程 AX=B 有 解 ， 必 须 


r(4) =r(4 :B). 


1 12: 14 0 
由 于 (4:B)=| -1 1 0 ji -1 0 -2 
0 1: 


, 了 1 1 2; 1 4 0 
四 等 行 变 | 
oD 





(1) 
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1 1 2 1 4 0 
—0 1 1:0 2 站 
0 -1 -ll:a-l b-4 C 
1 1 2:1 4 0 
— 0 1 1: 0 2 "| 
0 0 0ig-1 4b-2 ec-l 
10 1:1 2 1 
me i 远 -| 
人 0 二 1 
a—-1=0, 
所 以 ,使 式 (1) 成 立 的 a, 5b， me 0 =2 = 二 
c-1=0, 
当 a=1, =2，c=1 时 ， 所 给 的 矩阵 方程 与 
0 ] 2 | 
= (2) 
0 1 1 0 2 -1 
MX11 X12 N13 


同 解 . 记 大 = Ny] Ny No |, 则 式 (2) 等 价 于 以 下 三 个 线性 方程 组 


X31l NX32 X33 








Eo 
0 1 1) ”>| (lo 人 
| 
0 1 1 外) (4) 
ee . 
0 1 1 -1 六 9) 





式 (3) 的 通 解 为 (zi ,xxi, Xa) =c( -1, -1,1) "+(1,0,0) =(-c+1, -c,c)', 式 (4) 
的 通 解 为 (xj), xy, Xj) =c( -1, -1,1) +(2,2,0) =(-c+2， -c+2, c,)', 式 (5) 的 
通 解 为 (xi3, zw, Xa) =c( -1, -1,1) +(1, -1,0) "=(-c+l, -cs -1,c).. 

所 以 ， 式 (2)， 即 所 给 的 矩阵 方程 的 解 为 














-cl+l -c,+2 -c+l 
有 = 一 6 一 C2> +2 一 6 一 外 其 中 C1，C2，C3 都 是 人 意 常 数 ). 
Cl Cc C3 


附注 (了 ) 设 矩阵 方程 AX=B( 其 中 A,，B 分 别 为 mxn,，m xl 算 阵 )， 则 AX =B 有 人 解 
的 充分 必要 条 件 为 r(4 : B) =r(4). 
特别 4 有 X=B 有 唯一 解 的 充分 必要 条 件 为 (4 : B) =r(4) =n; AX=B 有 无 穷 多 解 的 充 
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分 必要 条 件 是 r(4 ; B) =r(4) <n. 

( 卫 )〉 当 和 矩阵 方程 AX=B 有 人 解 时 ， 可 按 以 下 方法 求解 如果 A 可 道 ( 此 时 m=n)， 则 子 
=A.'B; 

如 果 A 不可逆 ， 则 如 题解 中 那样 ， 将 A =B 表示 成 若干 个 线性 方程 组 ， 然 后 逐一 计算 
各 个 方程 组 的 通 解 ， 即 可 得 到 态 























1 1 -1 2 
(23) 由 4| 0 1|=| 0 2 得 
-1 1 1 2 
1 1 1 1 
| 0|=-| 0|,A4Il | , 
-1 -1 1 1 
所 以 ，4 有 特征 值 -1，2， 它 们 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 &1 =(1, 0，-1) ,所 =(1，1，1) 7 








由 于 r(4) =2， 所 以 4 还 有 特征 值 0， 设 它 对 应 的 特征 向 量 为 &; = (a, b,c) ， 则 由 4 是 实 
对 称 和 矩阵 知 &, 满足 





-4 €1) =0， 上 | -c=0, 
(é;, &,) =0， a+b+c=0. 
取 它 的 基础 解 系 为 &;， 即 &;= (1，-2, 1).. 

由 此 可 知 ，42 有 特征 值 ( -1)2 =1,， 22 =4, 0 =0， 且 &,，&,，&, 是 它们 对 应 的 特征 向 








be 








三 


里 . 
显然 ,， &1 ， 纪 ,二 是 正 交 向 量 组 ， 现 将 它们 单位 化 : 















































11 = 3 = Ea 0 _1 
2 V2 V2 
&, 1 1 1Y 
nran a 
é, 1 2 1Y 
Ee 
1 1 1 
J 5 丰 
记 Q=(m, m, m3)=| 0 i ( 正 交 算 阵 ) ， 则 正 交 变换 y = QOx 将 f(xI，x,，%3) 
1 1 1 
6 
=XY 4 化 为 标准 形 yt +272. 
附注 “应 熟练 掌握 用 正 交 变换 或 可 逆 线 性 变换 ( 即 配方 方法 ) 将 二 次 型 化 为 标准 形 的 方 


法 . 
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(1) 当 1xl < 和 1 时 , 由 1<V+t1lx|l 3 过 好 ( =1， 2，…) 知 Kx) =limnVl+1xl 3 


ST 


9 


3 
三 | wl ， 


当 1x1 >1 时 , f(x) = 1x! ?lim /1+ 








入 ] ， | x | <1],， 
A ll 
显然 f(x) 在 ( -%， -1)U( -1, 1)U(1， + oo ) 上 可 导 ， 但 由 
Dn I het Wd 


”1- Xx-—l x+ Xx—l x+% 一 1 
知 , 所 xz) 在 点 x*=1 人 处 不 可 导 . 此 外 由 了 (x) 是 偶 函 数 知 ，f(x) 在 点 x= -1 处 也 不 可 导 . 因此 
选 (C). 
附注 ”由 于 f(x) 是 由 数列 极限 确定 的 ， 所 以 要 讨论 它 的 可 导 性 ， 首 先 要 通过 数列 极限 
计算 ,确定 fx) 的 解析 表达 式 . 


(2) 由 于 F(x) = cos (2x — 1) dx 一 于 coswdu, 所 以 

















F(x) =2c0s2x, F(x) = -4sindx. 
因此 选 (B) 
附注 “要 计算 J Ji， sd 时， 首先 将 被 积 孙 数 中 的 * 移 到 积分 号 外 ,或 移 到 积分 限 
中 去 . 
(3) 记 /la) = law -二 + 太一 一 一 dx, 则 /Ca) 的 定义 域 为 (0，+ me )， 


1 + tan YX 


T 





>0, 0<x<e 


1 1 
f'(%)=— -|=0, %=e 
多 € 


<0, x>e 


dx > 0 ;以 及 limf(x )=-%, lim f(x) = 一。 ,所 以 方程 





且 人 xz) 的 最 大 值 Ke) = 上 


1 + tan3x 


fx) =0, 即 In = 二 -上 ， -dr 的 正 根 个 数 为 2 因此 选 (B) 


0 1 +tan 
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附注 ” 设 函 数 f(x) 在 (a, 5) 内 可 导 , 且 
>0, a<x<w%o, 
f(x)Y=0, r=%0, lmfl(x)= limf(x)=-%, 
<0, wo <w<b, 
则 当 了 f(x6) >0 时 ,在 (a, 5) 内 方程 f(x) =0 有 且 仅 有 两 个 实 根 ; 当 f(x,) =0 时 , 在 (a, 6) 
内 方程 x) =0 有 且 仅 有 一 个 实 根 ; 当 f(x,) <0 时 ,在 (a, 5) 内 方程 f(x) =0 没有 实 根 . 
设 函 数 f(x) 在 (a, 5) 内 可 导 , 且 
<0, a<x<w%o, 
f(x)Y=0, x=%0, lmf(x)= limf(x)= +%, 
>0， xo <x <b, 
则 当 了 x6) <0 时 ,在 (a, 5) 内 方程 fx) =0 有 且 仅 有 两 个 实 根 ; 当 f(x,) =0 时 , 在 (a, 5) 
内 方程 (x) =0 有 且 仅 有 一 个 实 根 ， 当 f(x。) >0 时 ， 在 (a, 56) 内 方程 f(x) =0 没有 实 根 . 
(4) 由 于 limy = ，limy=o ， 且 








1 
n rp +xlIn(1 +e’) | = lim xln(1 +e’) 


In(l+te) im 全 jm* 0 
MX 一 一 oo 1 Ye * 
x 


limy = lm 
0 We oo 


= lim 
下 
所 以 ， 所 给 曲线 有 铅 直 渐 近 线 x =0,，x = -1， 以 及 水 平 渐 近 线 y =0， 因 此 选 (D). 
附注 “考虑 所 给 曲线 的 非 铅 直 渐 近 线 时 ， 注 意 到 曲线 方程 中 出 现 e， 因 此 要 分 x 一 + % 
与 x 一 - oo 两 种 情形 计算 . 


由 于 lim 二 不 存在 ， 所 以 只 要 计算 x 一 - % 的 情形 ， 由 于 lim y =0， 所 以 曲线 的 非 铅 直 


渐 近 线 仅 有 y =0( 水 平 渐 近 线 ) 

(5) 由 于 当 4C -B=0 时, f(x。，Yyo) 可 能 是 极 值 ， 也 可 能 不 是 极 值 ， 所 以 (C) 不 正确 . 
因此 选 (C). 

附注 (C) 的 不 正确 性 可 用 以 下 例子 以 明之 : 

设 廊 (x， y) =x +y, 记 (xo， yo) =(0，0) ， 则 所 (wo， Yo) = 广 (xo， yo) =0， 且 4C-PB 
=0.， 此 时 f(xo。，y。o) =0 不 是 f(x，y) 的 极 值 . 

设 亡 (x，7y) =xt +7, 记 (x0, %) =(0, 0), 则 f(x0, 10) =f'(x0, yo) =0, AC-B 
=0.， 此 时 f(x。，yo) 是 A(x，y) 的 极 值 . 


(6) 由 于 | e'sinidt 3 | sinide: = esinx 一 | costde: 
0 0 0 








= esinx 一 (ercosx 一 1 二 | e'sintdi )， 
0 


x 1 Zl ' 
即 | e'sintdt = er 2 sinx 一 eosr |+ 一 ,所 以 所 给 微分 方程 为 
0 2 2 2 
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(1 1 1 
y +2y' +2y=e” (Sm 一 yoo] + pa (1) 


由 于 式 (1) 对 应 的 齐 次 方程 的 特征 方程 和 +2A +2 =0 有 根 和 ,= -1+ti， 所 以 式 (1) 有 
特 解 
y =e’(Asinx+Bcosx) +C. (2) 
将 式 (2) 代 入 式 (1) 得 


, [1 1 1 
e*|[ (44 -4B)sinx + (44 +4B)cosx| +2C=er (Bm 一 yeosr| Ee 


由 此 得 到 4 =0, B= -二 C= 二 所 区 y%= -ow + 二 因此 选 (A). 


附注 对 于 2 阶 常 系数 线性 方程 
y” +ay’ +by=f(%*), (1) 
当 f/(x) 为 ew*P(x)，e™[Q1(%)cosBx +0Q,(%x)sinBx]( 这 里 P(x)，0Q1(%) 与 0,(x) 痢 是 多 


项 式 ) ， 式 (1) 有 确定 的 特 解 形式 ， 因 此 为 了 计算 本 题 的 特 解 ， 应 先 算出 e'sintdt 








(7) 6 了 | O (24 1) 有 -| O 1 241 (24) - j -| O 8(24) - 
(3B) O (3B) O (3B) O 
«Nl 0 O 3B 
mi 本 | -| 上 - 1 ， 因 此 选 (B). 
(3B) O (8(24) 一 ) O 了 4 O 


附注 ”题解 中 应 用 了 以 下 公式 (应 记 住 ): 
设 4 是 nn 阶 矩阵， 则 1 4*| =141” (n=2)，| hk41 = 好 | 41 (k 是 常数 ). 
设 4 是 nn 阶 可 逆 矩 阵 , 则 A*=14147. 


] 0 41 10 了 
设 A，B 分 别 是 m,n 阶 可 党 阵 , 则 | | -| ) 
B 0O ! 0 


(8) 由 题 设 知 r(P) +r(O) 三 3， 由 于 当 大 6 时 ，r(O) =2， 所 以 此 时 r(P) <1， 此 外 ， 
由 己 是 非 零 矩 阵 知 ，r( 己 ) 大 1， 从 而 r(P) =1， 因此 选 (C). 

附注 “本题 也 可 按 以 下 方法 计算 : 

当 16 时 , r(Q') =2， 所 以 齐 次 线性 方程 组 Orx =0 的 基础 解 系 中 只 包含 3 -2 =1 个 线 
性 无 关 的 解 向 量 ， 从 而 由 0'P" =O 知 ， 非 零 和 矩阵 P' 的 线性 无 关 列 向 量 个 数 为 1， 即 得 x(P) 
=r(P')=1. 

二 、 填 空 题 








(9) 由 于 lm —[ (n+ 1) (n+2) (n+n)]” 


1 
， 1 和 2 加 im n a 
lim | ( 生 A 看 二 上 ( 在 加 | 二 2 (1 n ) 
Ee n n n 


模拟 试题 ( 三 ) 解答 . 95 . 








其 中 ， im Pn + = fn + ds = dln(1 +#)| - 和 


ny ee 
1 

-2- 人 0- 二 
0 ] +x 


7 


no Nn 





1 
ja =1n2-[x-ln(l +x)] | = 2]n2 -1. 
0 


附注 “In(1 + ) 是 [0,1] 上 的 连续 函数 ,而 二 > In( 1 + 二 | 是 它 的 一 个 积分 和 式 , 所 以 


n 


1 
im Pm (1 +)= [In + x) dy. 
nw n 0 

(10) 记 4 = /x)cosxdx, 则 f(x) = x +24. 于 是 
0 
Ff) cosxdx = | weosxds + 24 [cosxds 
0 六 5 


即 A = | weosxds + 24， 所 以 
0 


四 3 
A = | xcosxdx = | xdsinx 
0 0 





于 是 f(x) =x+2-T 从 而 
[fu = RE +2— 7)dx = 了 三 
附注 a 


dy | 
(11) 由 ee +siny =% 得 = = ， 所 以 
dx cosy 








de dy ,i 2(xcosy +y 一 ye ), 
下 5 * 十 大 [> + =e 十 多 fs 


" COSY 
附注 “计算 宇 时 ， 要 注意 y 是 x 的 函数 ， 而 9 可 由 方程 ef + siny =x 两 边 对 < 求 导 得 到 
% NX 


(12) 由 于 所 给 微分 方程 可 以 改写 成 
(xcosydy + sinydx) + (cosxdy -ysinxdx) =0， 
即 d(xsiny +ycosx) =0. 因此 通 解 为 xsiny +ycosx = C 
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附注 “对 于 微分 方程 PCx，y)qdx +O(x，y)dy=0， 有 时 将 P(x，y)dx +O(x，y)dy， 经 
适当 转换 后 分 成 若干 组 ， 使 各 组 分 别 是 中 
某 个 二 元 函数 的 全 微分 ， 由 此 得 到 所 给 No 4 
微分 方程 的 通 解 ， 本 题 就 是 按 此 方法 求 一 
解 的 ， 十 分 快捷 ARE Sn 

(13) D 如 图 答 3-13 所 示 . 用 40( 其 7 os26 
中 4 是 曲线 y =x 与 直线 x+y=2 的 交 








民 


=-2x 或 9 =n-arctan2 























其 坐标 为 ( -2, 4) ) 将 DD 分 成 D, 与 动 D 3 
D, 两 部 分 ( 见 图 ) ， 所 以 图 答 3-13 


rx, do 三 Uo + hwo 


= | 0 “7 rcosO ,rsing )rdr | 加 ,上 jn rcosO,rsing ) rdr. 
附注 ”顺便 写 出 所 给 二 重 积分 的 先 y 后 x 与 先 x 后 7 的 二 次 积 儿 
,ao = 1 三 Aerom)ydz( 先 。 后 y 的 二 次 积分 ) 


= Re) + 和 eA) 由 ( 先 y 后 4 的 二 次 积 




















(14) 由 于 4 ~B， 所 以 B 有 特征 值 -2，-1，1，2， 从 而 "有 特征 值 全- = - 2， 
二 
| 五 | | 五 | | 五 | ， 4 
一 一 = -4, 一 一 =4, 一 一 =2， 由 此 可 知 B* ~ ， | 所 以 
2 
-3 
， -5 
| 五 * -五 | = =45. 
3 
1 
附注 题解 中 有 两 点 值得 注意 : 
(I) 设 4 是 可 道 矩阵 ， 有 特征 值 \， 则 4 对 应 有 特征 值 
设 A，B 是 相似 的 n 阶 和 矩阵, 则 | 4 -五 ,| =1B-E,|. 
三 、 解 答题 
de ) Ee i RD) 
tanx. (Vl +x—-1) i eb 
fll1+(lIn(l +x)+e* -x-1))-/(1) . In(1 +x’) +e"—-x—-l 
= lim In(1 +x’) +e*—-x—-l 二 


2 


模拟 试题 (三 ) 解答 27 





1 fll+(lIn(l +x) +e* -x-1))-f/(1) .Jim In(1 +x*)+e*—-x—l 
二 Lm 1m 
0 lIn(1 +x) +e*—x-l #0 1 


2 








jf + (In(l to) +e -x—-1)) -f(1) 今 u=In(l1 +x) +e* -x—l jf lt) -f(1) 























其 中 
In(1 +x’) +e*—-x—-l Cy u 
So 
= In(1 +x’ “一 % 一 1 4 
人 0 -2 im i - |=2 +21im 和 
x—0 1 2 一 0 x—0 x ;0 和 
一 入 
2 
洛 必 这 法 由 = 1 
和 
“= bo 2 
In(1 一 1 
所 以 ， tin +x) +e —x) -A(1) a 


tanx* ( MI +x—-1) 

附注 ”由 于 f(w) 仅 在 点 w=1 处 可 导 ， 因 此 对 所 给 极限 不 能 直接 应 用 洛 必 达 法 则 计算 ， 
而 只 能 利用 导数 定义 计算 . 

(16) 所 给 微分 方程 y" +y =5e” +2sinx (1) 

应 的 齐 次 微分 方程 y+y=0 (2) 
的 特征 方程 和 +1 =0 有 根 和 = +i， 所 以 式 (2) 的 通 解 

了 = Ccosx + C,sinx. 

式 (1) 有 特 解 了 =Ae” +x(Bicosx + B,sinx ). 

将 它 代入 式 (1) 得 











SAe™” -2B,sinx +2B,cosx =Se” +2sinx, 
由 此 得 到 4 =1，B = -1，B, =0.， 所 以 y”=e” -xcosx， 从 而 式 (1) 的 通 解 为 y>= 了 +y”= 
Ci cosx + C,sinx + e2 — xcosx. 
附注 应 熟练 掌握 常 系数 线性 微分 方程 的 解法 . 
(7) ( 工 ) 显然 |a, 征 正 项 数列 ， 且 由 




















知 ，{ oj 有 下 界 . 此 外 


1 1 
由 | 一 Cn -$2 + 二 | 一 Cn = 


Cn 


-<00=1, 2，…) 知 ，|a,| 单调 不 增 ， 从 


| 


而 由 数列 极限 存在 准则 知 ，lima, 存在 ， 记 为 a。 对 递 推 式 两 边 取 极限 得 。= 5 [2 | 


a 
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所 以 wc=1， 即 lima,=1. 


n>% 























1 sin2(x — 1 sin2(x — 
CD tn Vir | ‘lim /ith | a 
0 | 
1 + 
Mh 5 
一 er sin2(x-1) ， 
1 十 i 
I a em In|1+( Vi- _1)+Inl1+— | 
2 令 1=x-1 ，. 2 
其 中 ，lim 3 lim i 
Es sin (x—1) 0 sin’t 
1 -1 1 
Vl-t-l+lnll+— i 
| "| “| 洛 必 达 法 则 2 vVT 二 7 2+t 
=lim - 一 一 im 
全 :0 芒 10 21 
1 -t+2( vl -i-l 1 1 1 
3 人 [ -zx| -= -二 
8 一 0 1 8 2 4 





所 以 ， im 人 va 人 





附注 。 当 数列 |4,| 由 递 推 式 确定 时 ， 要 计算 它 的 极限 ， 通 常 使 用 数列 存在 准则 正 ， 即 
当 | ou | 单调 不 减 有 上 界 或 单调 不 增 有 下 界 时 ，lima, 存在 


(18) 记 4 = es, y)do, 则 f(x, y) = 了 + x +34y， 于 是 有 
D 
,yao = le + lo +34A yao., 
D D D 
即 寺 二 ju | (2 + + jy +34 fa fr = 四 了 4 
20 


WE EE 得 
所 以 A= 从 而 fx， 2 y+ 二 由 此 得 到 


二 - 半 .060 ， 
z=f(x’, y) = “yy +X +oy. 


49 
gz 1 | . ‘1 60、 
wal ts py) ty + 10) ny 
1 60 
至 2y-1 x+1l ee 2y 。 *] 再 y-1 Neg *] ， 
和 (区 7” YY EN 497 ny 





附注 “算出 常数 4 = |/(x, y)do 是 本 题 获 解 的 关键 ， 它 的 计算 步 又 为 : 


将 /x，)) 表 示 为 1(x，y) = 了 e+x+34y， 然后 将 上 式 两 边 在 刀 上 进行 二 重 积分 得 到 


模拟 试题 (三 ) 解答 99. 





4 的 一 个 方程 ， 解 之 即 得 4. 

(19) 作 辅 助 函数 F(x) =f(x) -x， 则 F(x) 在 [0，,1] 上 连续 , 且 F(0)F(1) =F(0): 
[f(1) -1] <0， 所 以 由 连续 函数 的 零点 定理 知 ， 存 在 Ee (0, 1), 使 得 T(E) =0， 即 
f(é€) = 所 

下 面 用 及 证 法 证 明 & 的 唯一 性 . 设 男 有 不 同 于 的 me (0, 1), 使 得 f(m) =7， 不 妨 设 
7 < 上 ， 则 

f(é€) -拟人 7) = 和 一刀. 
由 拉 格 朗 日 中 值 定理 知 ， 存 在 9e (nm, &) C(0，1) ， 使 得 
f'(0)(é-n)=é€-n, BTf'(0) =1. 
这 与 题 设 /'(x) 关 1(xe10,1]) 矛 盾 .， 因此 满足 式 (1) 的 是 唯一 的 . 

附注 ”唯一 性 问题 ， 往 往 用 反 证 法 证 明 . 本 题 就 是 如 此 . 

(20) 所 给 方程 两 边 对 x 求 偏 导数 得 
oz _ 2x 二 2z 





0 9. 09 
4x+2z 和 +4z+4x 一 +2 守 =0, 即 
Ox Ox Ox Ox z+2x+1 


所 给 方程 两 边 对 y 求 偏 导 数 得 























0 0 0 0 2 
4y+2z +4x 和 和 +2 和 =0, 即 生 =- 一 分 
90y 9y 90y 090y z+2x+1 
0z 
一 =0， 
Ox (z= —%, 、 
解 方程 组 | 将 它 代 入 题 中 所 给 方程 得 “+2x -3 =0, 即 x= -3,1. 所 
0 y=0, 
907 
X= —3, p= 
以 =z(x, 的 可 能 极 值 点 为 | (td =3) ,| (此 时 z= -1). 
y= y=0 
0 0 
人 2 于 jerazs) -2+25) [E+2 | 
Z x % 
站 和 
Ox (z+2x+1) 
0 0 
， pe Eh Po ee 
_ 0 90y 0y 
Ox0y (z+2x +1)” 
0z 
5 2(z+2x+1) -27y… 一 
C-2z_ 0y 
oy (z+2x +1)? 


所 以 , 由 (4C-B?)| (30=(AC-B)| 3.03 =1>0,4|. .3.0 =4A|(3.03 =1>0 
知 , z( -3,，0) =3 是 z=z(x,y) 的 极 小 值 . 

由 (4C-B)|00=(A4C-B)|0o =1>0, 4|0 0,=4A|(060 ,= -1<0 
知 ，z(1, 0) = -1 是 z=z(x, yy) 的 极 大 值 . 
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附注 ”应 熟练 掌握 二 元 隐 函 数 极 值 的 计算 方法 . 
(21) 用 直线 x +y=1 将 DD 划分 成 号 D, 两 部 分 (如 图 答 3-21) ， 则 


















二 
Msnao = . 1 t | 2 ， 2 xD-2, 或 r= ESD 
中 anac = [a | nwd 1 A 
人 2 _f 1 ， 13 
= | & — Xx’ )lnxdx = | mad na a 3 
1 1 图 答 3-21 
= [i (1x 10)]| -f(s -le je 
2 3 0 o\2 3 

Se > 2 1 ] ! i 5 

I 9 36， 


























1 极 坐标 12 fsosi5 1 
dr ao 请 五 …rdr 
也 (2 + yy )7 9 cos0+tsing 三 
= | 人 | dg = 二 | (cosg + sin0)d0 = 1. 
0 rT Of+sing 2 .0 
5 31 
所 以 ， ,y)dc =- 二 +1 = 一 . 
hs War = -+1= 3 
附注 “六 与 D, 都 是 角 域 的 一 部 分 , 但 是 是 jeae 接 直 角 名 标 计 和 ,而 | -de 按 
Db, (2 4) 
极 坐 标 计算 , 这 主要 是 由 于 后 者 的 被 可 玖 数 是 + y 的 函数 . 
a 
| 阴 等 行 变 | 
(22) 由 于 |1 -2 了 有 同和 -3 3 :1 
a b ci0 0 b-a c+2a!; -a 
1 0 -1] Ea 
1 1 一 2 1 4 
: 1 | 1 
一 一 | 0 1 -1 |; -一 | 一 0 1 -1 :| 一 一 : 
| 3 : 3 
Os 0 0 De -3 
w+b+c=0， 





所 以 由 题 设 知 ， -at =0， 即 a=2,45=8,c= -10， 此 时 (1) 与 (I) 


a =2, 


] 同 解 . ( 荆 ) 的 导出 组 的 基础 解 系 为 C(1，1,，1)'"， 此 外 ，( I) 有 一 特 解 


NX 一 %a = 一 一 


模拟 试题 ( 三) 解答 “ 101 . 





[和 0 | ， 所 以 ( 了) 的 通 解 为 


4 1 ' ee 
(x1, MX2 ， x3) =C(1, 1 1) + 于 3 | (其 中 C 是 人 意 常 数 ). 


对 上 述 算得 的 a, 5, c 知 , E=(2, 8，--10).. 
设 & 关 于 向 量 组 my, ，m,，w3 下 的 线性 表示 式 为 


1 


E=y0 + + = 0, Ms, 3) | )> |， 


ys 
2 Yi 
即 8 |=(7 7, m3)|y | 
-10 ys 
和 2 1 -1 1 7 2 
所 以 ,=m ,D3) | 8 |=| 0 1 1 8 
ys -10 -1 10 -10 
-1 1 -2\/ 2 26 
=| -1 1 -1|l| 8 |=|16 
1 0 1 八 -10 -8 


因此 所 求 的 线性 表示 式 为 
和 过 =2077 + 167, — 87;. 
附注 由 所 给 方程 组 有 两 个 不 同 的 解 可 得 ， 这 个 方程 组 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 
解 ， 所 以 系数 矩阵 的 秩 <2， 此 外 由 系数 矩阵 本 身 可 知 ， 其 秩 三 2， 因此 系数 矩阵 的 秩 为 2. 








a+b+c=0, 

4 1 
-—a+—b =0, 

从 而 有 3 
a =2. 


(23) 由 于 g(xi， X2， Xs ) = (Xi -xy) +3x2 +23 在 


1 
XI =Y1 + yy,, 
Yi1 =%1 一 %2， | | 有 


yo 0 即 ”可逆 线性 变换 1 
NX, 二 BB 
ee 73， 
X3 二 )3 
下 ， 成 为 好 + 只 + 和 妇 ， 所 以 gz xm ，23 ) 是 正定 二 次 型 ， 其 规范 形 为 y+ 72 +3. 


由 于 f(x,，x%,， ee 所 以 它 的 矩阵 
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. 102 . 
1 0 1 
人 1 | 
1 1 ce 
的 顺序 主子 式 不 全 为 正 ， 故 有 和 2， 从 而 由 题 设 c=2 得 c =2 于 是 
1 0 1 
人 1 | 
1 1 2 
A-1 0 -1 
由 于 | AE; -41 =|0 A-l1 -1|=A(A-1)(A-3),， 所 以 A 有 特征 值 和 A=0， 
-1 -1 A-2 
1, 3. 
设 A 对 应 和 A =0 的 特征 向 量 为 & = (ai，a,，a;) ， 则 它 满足 
区 ai +a3 =0， 
0 -1 -lila,|=0, 妈 | 
3 el ls aq +a3 =0. 
可 取 它 的 基础 解 系 为 &, 即 志 =(-1，-1，1)7. 
设 4 的 对 应 和 A =1 的 特征 向 量 为 % = (5b,，b,，5;) ， 则 它 满足 
0 小 a 
0 0 -1|5b,|=0, | | 
st a bi +b, +b;=0. 


可 取 它 的 基础 解 系 为 7， 即 了 =(1，-1，0) 








设 4 的 对 应 A =3 的 特征 向 量 为 《= (cu ，c， 




















则 由 4 是 实 对 称 和 矩阵 知 


0) ', 


| 人 é) =0， | Cl —c, +cs=0, 
(6, 7) =0， cl -Cs =0. 
可 取 它 的 基础 解 系 为 5， 即 5=(1，1，2) 
显然 , 上 ,97 ,《 是 正 交 向 量 组 ， 现 将 它们 单位 化 : 
Po | A | 
el UB 2 Bi 
= 天-( 亏 | 
| \2 
Bt fl 2 
AGE v6 6) 
1 1 1 
3 2 /6 
1 1 1 
、 一 0 0 下 | 攻关 二 贝 交 恋 加 其 加 
记 Q= (二 ,人 ,全 ) 6 ( 正 交 和 矩 阵 )， 则 正 交 变换 x = zxz( 其 中 xz 
a 
V3 v6. 
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(xi ， X2， Ca Z= (1, 2Z2， 2) ) 将 fx， X2 ， x ) 化 为 标准 形 2 +323. 
附注 由 于 p(x， X2， 23 ) 三 NX, x3) B(x,, NX, x3)(B 是 实 对 称 和 矩阵 ) 为 正定 二 
次 型 的 充分 必要 条 件 是 它 的 抢 阵 如 的 顺序 主子 式 都 大 于 零 . 故 当 题 中 f(x,，x,， x ) 不 是 正 


1 0 1 
、 0 
定 二 次 型 时 ， 它 的 矩阵 A =10 1 1 的 顺序 主子 式 1， =1，| A1 =c -2 不 全 大 于 
1 1 ce 














零 . 于 是 有 c<2. 
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一 、 选 择 题 
a (1) | (2) | (3) | (4) | (5) | (6) | (7) | (8) 
D B B A C A C A 
(1) 设 A(x) =x， 则 fx) 只 有 一 个 零点 ,但 f(x) 没 有 和 零点， 表明 选项 ( A) 不 正确 . 
设 Ax) =x， 则 f(x) 只 有 一 个 零点 , 但 fx) 也 只 有 一 个 零点 ， 表 明 选 项 (B) 不 正确 . 


设 fx) =e*， 则 f(x) 没 有 零点 ， 且 f(x) 也 没有 零点 ， 表 明 选 (C) 不 正确 . 
因此 选 (D) 
附注 (D) 的 结论 可 用 反 证 法 证 明 其 正确 ， 具 体 如 下 : 
设 f(x) 有 两 个 霉 点 x，x(xi <x;)， 则 由 罗 尔 定理 知 ， 存 在 Ee (x,，x,)， 使 得 f'(&) 
， 这 与 f(x) 没有 零点 相 矛 盾 ， 从 而 fx%) 至 多 有 一 个 零点 . 
(2) 由 (wo， f(xo)) 是 曲线 y=f(x) 的 拐点 知 ，(xo。，--f(wo)) 是 曲线 y= -f(x) 的 拐点 . 
因此 选 (B) 

附注 实际 上 ，( -x。6o, f(xo) ) 是 曲线 y=f( -x) 的 拐点 ，( -x6。，-f(wo)) 是 曲线 y= 
-A 用 -x) 的 拐点 . 


Il 
后 


(3) 在 [0， >| sin( sinx) 三 sinx( 仅 在 点 x =0 处 取 等 号 ) ，cos(sinx ) 三 cosx( 仅 在 点 xx 
=0 处 取 等 号 ) ， 所 以 


T T T 


[sin( sinx) dx < [sinxdx 三 二 [cos( sinx) dx > [cosxdx = 1] 
0 0 0 0 


故 有 了 <， 因此 选 (B) 
附注 ”选项 (A) 是 不 正确 的 ， 这 是 由 于 


T 
2 


1 -L, = | [sin(sinx) — sin(cosx) ] dx 
= [* Lsin( sinz) — sin(cosx) |dx + [Lsin( sinx) — sin(cosx) | dx 


in) — sin(cosx) |dx + [* Lsin( cost) — sin(sint) | dt (其 中 = > = 中 
0 











三 | [sin(sinx) — sin(cosx) | dx + [sin(cosx) - sin(sinx) |dx = 0， 
0 
所 以 , T=,. 


xlnx 「 xlnx 万 xlnx 


(9 由 于 a 
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1 1 
加 | xlnx dx -| tlnt di EEE ! 


0(1 +x)’ 0 (1 十 妇 )” 


! l ! 1 
La Me ua 
0(1+2%-) 0(1+X) 








所 以 选 (A). 
附注 Rr 


xlnx 





1 =0， 所 以 本 题 是 积分 区 间 无 穷 长 的 反常 积分 . 
于 之 


(5) 当 (%x, y) 关 (0, 0) 时 ， 


a ) (3x2y —y ) (x +y) — (XYy -xy )2x Xry 十 4220 一 入 
名 YX， 宇 




















(x +y )? (x +y)? 
p(y, y) (x -3xy (x+y) Wy ay 2 x 4xy -ry 
,\【%， 二 写 5 
. 少 (x +y )? (x +y )? 
ep Oy R00 0 0 Oy ma DD 0 
x—0 x ) y—0 y 
y 
‘(0, y) -f'(0, 0 a 
| 9 y YY 
xi 
‘(x, 0) -f'(0, 0 a 
f(0, 0) i Le i =1. 
x—0 x 0 x 


故 大 (0, 0) <A(0, 0)， 因 此 选 (C). 
附注 在 已 算出 所 (x,，y) 时 可 按 以 下 方法 快捷 算出 所 (x，y) ， 这 是 因为 当 p(y, x) = 
-p(x,)) 时 ， gp/(x,y) = -p94(y, %*). 所 以 本 题 有 
， hy 二 48273 一 他 dy 
hy (x, 7) 加 (x? 十 妇 )? 5) 百 换 (x? 上 和) “ 
(6) 由 于 D=|(x, y)11-y<x<1, 0<y<1) +|i(x, y)|1<x<2, Vx-l<<y<1), 
如 图 答 4-6 的 阴影 部 分 所 示 . 
D 的 边界 由 工 ， 开 ， 亚 三 部 分 组 成 ， 显 然 耻 ， 焉 上 任 一 点 的 切线 都 为 它们 自己 ， 从 而 不 
可 能 与 直线 y =x -1 平行 . 
设 (x6，yo) (xo =1+%，0<%<1) 是 1 上 的 一 点 ， 则 此 点 的 切线 斜率 倒数 是 2y,， 于 是 




















1 1 5 了 
时 设 得 一 = = 一 | 对 已 Xu = 一 
由 项 让 得 =1， 即 yo = 2 [Rn 有 8 到 | 丛 而 y=l I X=1+y2 
所 求 的 切线 方程 为 ' 
y -二 =x -三 ， 即 y=x- 全， 因此 选 (A) x i 
| 
附注 要 计算 工 上 的 与 直线 y =x -1 平行 的 切线 0 1 加 


方程 ， 应 先 确 定 切 点 的 坐标 . 
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1 -1l 3 一 2 1 -1l 3 一 2 

2 -4 5 一 8 0 -2 -1l 一 4 
(7) 由 于 | (@, @, @, @) | = = 

3 1 4 2 0 4 —5 8 

3 1 t+2 t 0 4 t—-7 1+06 

-2 -1 一 人 -2 -1 一 4 


-|4 -5 8 |-=- -7 0 |=14(t-2), 





0 
4 t—-7 t+06 0 1:-9 1-2 


所 以 ,1 =2 时 ， | (ay www)1 =0, 即 @ ,as，Q;，@ 线性 相关 ; t =3 时 ， 
| (ai ， 2 ， 3 ， @&,) | 天 0 ， 即 CQ ， OQ， Q;， OQ, 线性 无 关 . 由 此 可 知 ， 结论 四 由 正确 . 因此 














选 (C ). 
附注 确定 n 个 冯 维 列 向 量 w ，o。 ，…，aw, 线性 相关 性 的 好 方法 是 计算 行列 式 D = 
1 (ao，…，aw)1.， 如 果 刀 =0, 则 aw ，ow，…，aw, 线性 相关 ; 如 果 D0， 则 @，@&， 
“0, 线性 无 关 . 
A 0 -1 
(8) 由 | AE;-Al = -a A-1l1 -b=(A-1)*(A+1) 知 ,A 的 特征 值 为 A=1( 二 
-1 0 A 
重 ), A=-1l. 
由 于 4 可 相似 对 角 化 ， 所 以 r(1 . E, -A) =3-2=1， 即 
1 0 -1 1 0 -1 
rl-a 0 | 0 -| 从 而 -a = (1) 
-1 0 1 0 0 0 
用 -0 -1 代 奉 0，4 就 成 为 B， 所 以 由 B 可 相似 对 角 化 得 
= 二 1 (2) 
1 


由 式 (1)， 式 (2) 得 a= 二 ， 


附注 设 A 是 n 阶 矩阵 ， 则 A 可 相似 对 角 化 的 充分 必要 条 件 有 好 多 种 ， 其 中 常用 的 有 : 
设 4 有 特征 值 和 A ，A,,…，A 和 A,， 它 们 的 重 数 分 别 为 naj， ny n(n +n 二 十 用 = 
n) ， 则 4 可 相似 对 角 化 的 充分 必要 条 件 为 
r(AE, -A) =n-n(i=1, 2, …, s). 


b= - 寺 因此 选 (A). 














二 、 填 空 题 
3 1 
二 -+x (er -1) 
a 
x?% NY XA 光 
工 
= lim + lim 二 二 +1=2， 
im tl 1+1-2 
X00 光一 X00 
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3 


lim(y -2) -ln| 


=2+lim[x (e* —1) —x| 











1 
+x (er -1) -2z| 


-Eee —x] 








人 = 六 一 一 上 
2 + lim 
i—0 ft 
洛 必 达 法 见 二 1 
洛 过 法 则 |e 2 a 
m0 2 2 2 





所 以 ， 所 给 曲线 的 非 铝 直 渐 近 线 方程 为 y = 2 + 





























附注 对 于 曲线 y=/(x) ， 如 果 极 限 lim 一 存在 为 a， 极限 lim(y - ex) 存 在 为 5， 则 该 曲 
线 的 非 铅 直 渐 近 线 方程 为 y= ax +2. 
(10) 由 于 (sinx )” 是 奇 函 数 ， 所 以 它 在 点 x =0 处 的 4 阶 导数 为 0. 
由 于 (lncosx)’= -tanx, (lIncosx)”=( -tanx)’ = -sec2x， 
(lncosx) ”=( -secx)’' = -2sec xtanx, 
Incosx)” -~ (lncosx) 93) 
所 以 ，(lncosx) 本 上 二 = 
Ti —2sec’ xtanx 
从 而 /?(0) =0+( -2)= -2. 
附注 设 fx) 在 点 x=0 处 任意 阶 可 导 ， 则 
当 f(x) 是 奇 函数 时 , f/f*(0) =0(k=0, 1, 2, …); 
当 f(x 是个 国教 加 (0 =0(k=0, 1, 2, …). 
(11) 令 x=e， 则 :=lnx， 于 是 有 
dy dyd: 1 9, 
dx ditdx x 
| if =- _ 工 dy ldyd_ _ 1d ldy 
dx? dx\dx x dt wd x dPdr wdt ww dx 
将 它们 代入 所 给 微分 方程 得 
dy dy _ 
dt? dt 0 
式 (1) 的 齐 次 微分 方程 的 通 解 为 了 = cl +cse”， 式 (1) 有 特 解 y”=t(4 +Bt)， 将 它 代入 式 
(1) 得 4=B= -= 即 y* ed (i+), 所 以 式 (1) 的 通 解 为 
y=Y+y" =c +c,e” (1+) = cl +cx’ -Cn + nx). 
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附注 wy +axy’ +by’ =f(x) 是 2 阶 欧 拉 方 程 ， 令 x =e' 可 将 它 转化 成 2 阶 常 系数 线性 
微分 方程 

dy 

dz 


1 1 1 
Ci | (1 xl e* +sin + VI-w)dr = | Ixl erdr+ | V1 -x dx 
= -1 一 1 


| 1 
三 「 —xe dx 十 | xe “dx 十 J 「 Xde ”一 | xde “+ TT 
三 0 2 


1 0 2 | 





d 
t+(a-1) + =f(e). 








= (ae 一 | eu)- (se™ | 一 f edx)+ 
=2-—- La + EE 
e 2 


附注 ”利用 定 积分 几何 意义 有 
| Vid = 上 半 单 位 圆 的 面积 = 


(13) 由 于 fs + 4y + xy)do = le + 4y’ )do + dc 


= 人 + 六 )de (由 于 DD 关于 x 轴 对 称 ,而 wy 在 对 称 点 处 的 值 互 为 相反 数 ， 
所 以 [ydo 要 0 】 


极 坐 标 了 acosgD 
| .dg | P(cos20 + 4sin20)rdr 
-< 








2 1 5 2 3 4 fz 
| 一 dcos"b(4 - 3cos’0)d0 = 2a' | cos'0d0 — a’ | cos’0d0 
-二 0 2 0 


家 








Sp 9 
所 以 ， 由 题 设 得 ma = 二 T， 即 “=1 


附注 ”本题 题解 有 以 下 两 点 值得 注意 : 
( 工 ) 计算 二 重 积 分 时 ， 应 先 利用 积分 区 域 的 对 称 性 ， 对 所 给 的 二 重 积 分 进行 化 简 . 
( 卫 ) 记 住 公式 : 对 大 于 1 的 正 整数 n 有 
(n-1)(n—-3).l . 工 
六 smeag EN 
0 (n-1)(n—-3).…2 
n(n 一 2)…3 








n 为 偶数 时 ， 





n 为 奇数 时 . 
(14) 由 题 设 得 

0 1 

Al(@i, Ww, am)=(a， %, @)I1l 0 

1 1 


1 
1 | (1) 
0 
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记 P 了 =(@,@%，@)， 则 由 @，@,，@; 线性 无 关 知 P 了 可 道 ， 于 是 式 (1) 可 以 表示 为 





0 1 1 
or 0 es 所 以 A4 ~ 中 从 而 4 与 B 有 相同 的 特征 值 . 











1 1 0 
A -1 -1 
由 | AE;, -BILL=|-1 A -1=(A-2)(A+1)” 知 ，B 的 最 大 特征 值 为 2>， 从 而 4 
-1 -1 A 
的 最 大 特征 值 为 2. 
附注 设 4 与 B 都 是 n 阶 和 矩阵 ， 如 果 它 们 相似 ， 则 
(TI)141 =1B1. 


( 卫 ) r(4) =r(B)， 从 而 4 与 了 3 等 价 . 

( 亚 ) 4 与 B 有 相同 的 特征 值 . 

(NV)A 

(V) 当 4 可 逆 时 , B 也 可 逆 , A” ~B . 
三 、 解 答题 

(15) 由 fx) 在 点 x=1 处 左 连续 知 ， 














1 1 
= = =1 
ea = lim| i | 
. T(1] -x) -sinnx 令 1:=1-x ,. Titi-sinnt 1 ,. mt-sinnt 
= lim 二 — |im 和 圣 7 lim 
ol- ml x) sinnx "0+ mt sinmt Tm t 
(mt)? 
党 必 达 法 则 1 ,1-cosnt 1 2 
一 一 im = 一 lm 5 大 
人 二 0+ 3 3 下 一 0+ I 6 


附注 ”题解 中 有 两 点 值得 注意 : 
( 工 ) 作 变 量 代 换 , 将 x 一 1 -转换 成 :07* 





(本 ) 对 一 9 二 碟 限 io 下 应 用 洛 必 达 法 则 之 前 ， 先 用 等 价 无 穷 小 代替 
SInTT 


TT 


Tt — sinmnt 


将 未 定 式 极限 简化 为 二 lim 一 
(16) 由 题 设 知 , x = 4A(1) = oe = 3 + 1), 此 外 由 
i | A ed | VL + dx dx 


0 ee 


= V1+4t. 于 是 CC， 的 参数 方程 为 | ( -1<i<1). 
= Vl +4e 





得 
2 


记 由 式 (1) 确 定 的 函数 为 y=y(x)， 则 


(1) 


" 110 ， 2016 考研 数学 (二 ) 名 师 精 选 








1 
dy <0， -1<1<0(Wo<r<3} 
dy di _ 4 3 
ee dx 2 1 之 
下 ts Vl+4x | >0， 0<i<il[ 即 <x< 弛 ] 
鸭 
dy _di\dx) 4(1+21)7 





了 >0 [sa 即 0<x< 了 |， 
dx de PC(L+4P) 二 2 
dt 


于 是 y=y(%) C <% < 了 | 的 要 图 如 图 和 4-16 所 示 . 因此 


2 

3 参数 方程 (1) 代入 
V = nf yw) ds 二 

0 








1 
2 人 2 
"| 4 + 












































2 4 _ 34 
= 27 (4 + 4t )dt = 放逐 
附注 ”本题 的 关键 是 由 C, 的 参数 方程 ， 画 出 C 的 
概 图 . ' 
(17) 记 f(x) =xe” — 2x -cosx + 则 f(x) 在 [0， 0 + 2 元 
3 3 
1] 上 连续 ， 且 图 答 4-16 


f'(x) =e” +2xe™” -2+siny +x, 
f"(x) =4e” +4xe™” +cosx+1 >0 (xe (0, 1)), 
所 以 ,由 f'(0)f'(1) =( -1) x (3e? -1+sin1) <0 知 ， 存 在 唯一 的 x。e (0，1)， 使 得 
<0, xe(0, xo), 
f°’'(x)4 =0, w=%, 
>0，xe(xo, 1). 
于 是 f(x) <f(0) = -1<0(xe[0,， wo])， 即 方程 fx) =0 在 [0，x,] 上 无 实 根 . 


由 于 了 (x6)f(1) -|e -2-eml +3]<0, 且 f(x) 在 (x,。，1) 内 单调 增加 ， 所 以 方程 


f(x) =0 在 (xm，1) 内 有 且 仅 有 一 个 实 根 . 

综 上 所 述 ,方程 x) =0 在 (0，1) 内 有 且 仅 有 一 个 实 根 . 

附注 由 于 /"(x) 在 (0，1) 内 是 变 号 的 ， 所 以 不 能 由 f(0)f(1) <0 确定 方程 f(x) =0 在 
(0，1) 内 有 上 且 仅 有 一 个 实 根 ， 因 此 需 进一步 分 析 ， 即 考虑 J"(x*)， 本 题 就 是 按 此 思路 求解 
的 . 





(18) 由 于 p(x) 可 导 ， 且 由 p(%) 单 调 知 它 的 反 函数 p-!'(«) 存 在 ， 于 是 
Ef pd = 9 (p(n)) Ee 


= [fo (x fr, x)) + fx fx) (fix,x) + f(x. x)], 
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从 而 Sf ea ny ay i 


X= 


ea 和 
附注 “题解 中 应 注意 的 是 :p (p(x)) = x. 
(19) 记 4 = rx,y) a0, 则 所 给 等 式 成 为 


f(x,y) = xy + 4, 


于 是 有 rx, ao 三 josac +4 jao, (1) 
其 中 jyao = Ja f wy 二 jac = 1 fo = 
将 它们 代入 式 (1) 得 
Pe 
12 3 8 


所 以 ,f(x,y) = + 从 而 
es 
e , Sinx) =e sinx 8 


1 1 1 1 1 
=|1+r+ oA + x + x +o(x) -一 和 + 一 十 OCX) ee 
21 31 41! 31 51 8 





= i -3 + o0x5)( 即 为 有 求 的 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 5 阶 麦克 劳 


3 
林 展 开 式 ). 
附注 计算 初等 函数 的 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 麦克 劳 林 展 开 式 ， 通 常 总 是 利用 常用 函数 e ， 
sinx，cosx，lIn(1 +x) ，(1 +%)* 等 的 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 适当 阶 麦 克 劳 林 公 进行 计算 . 


(20) 所 给 微分 方程 Ey i 











对 应 的 齐 次 微分 方程 的 通 解 为 r=cen| Te]+ Cosin( Dx) 此 外 ， 式 (1) 有 特 解 y” =x 所 
以 式 (1) 的 通 解 为 


y=Y+y" =Cicos Fx + Csin +x, (2) 





且 y = -本 Cusin T+ Cacos tl (3) 
将 y(0) =1，yY(0) =1 + 代入 式 (2)、 式 (3) 得 C, =C, =1， 所 以 


了 二 DOS8 一 从 十 9I0 一 人 十 从 
了 2 2 


el 
0 
a0 ba 


? 
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1 大 法 则 
其 中 ， jm 9X) _ 洛 必 达 法 则 (x) _y(0)_ | 工 
“0 x 0y(x) 7y(0) 2 


所 以 ,lim[y(x)]* =e 全 
附注 注意 题解 中 lim[y(x) ] 的 计算 方法 ， 它 不 是 将 已 算出 的 y(x) 的 表达 式 代入 计算 ， 








是 应 用 洛 必 达 法 则 和 y(0) =1, y'(0) =1 + 二 直接 计算 的 ， 比较 快捷 . 
(21) ( 工 ) 令 w=x? +， 则 z=wf(u)， 于 是 


=2f(u) +2xuf '(u), 
fu) +8xf'(u) +2uf'(u) +4x uf "(u) > 


FT 2 +8yf (1) +2uf 0) +4y uf "(u). 





于 是 由 az + az -0 得 
Ox 9y 
wf "(uu) +3uf’'(u) +f(u) =0. 
即 [uf’'(u) +uf(u)]’=0 
所 以 ， Auz) +uf(u) =C)， (1 


将 A(1) =0, f'(1) =1 代入 式 (1) 得 C=1， 所 以 式 (1) 成 为 
WD) +) =1， 即 /1(4) + 二 J(u) = 二 (线性 微分 方程 ) 


1 1 C 1 
它 的 通 解 为 Aw) = el (c+ Sed)]= + (2) 


也 


将 f(1) =0 代 入 式 (2) 得 C, =0， 所 以 fw) = 到 (u> 1). 
( 工 ) D 如 图 答 4-21 阴影 部 分 所 示 .， 所 以 


| ve rrA 十 入 人 [sof ee er 














Qooed a 2cosb 
= .a0] 21nrdr =2 | .r(lnr -1) | dg 
es 1 Ss 1 

oe 本 
= 8 | cosg(ln2cosg - 1)d6 = 8 [ [ (1n2 - 1) + lncosb]dsing 
0 0 


= 8{ [ (ln2 -1) +lncos0]sinb 上 十 (Csece 一 cosg)dg} 
0 0 





= = [ln(secb +tan0) - sinO |] "es 8In(2 + V3) - 83. 


模拟 试题 (四 ) 解答 “113 








附注 ”由 于 D 是 角 域 的 一 部 分 ， 而 且 被 积 函 数 是 w+y 的 函数 ， 所 以 题解 中 用 极 坐标 
计算 所 给 的 二 重 积分 . 
(22) 由 A 有 和 零 特征 值 知 ， 


10 2 
141-=-| 2 1 5 |=a-1=0, 即 a=1. 


-1 0 a-3 
要 使 矩阵 方程 4X =B 有 人 解 ， 必 须 r(4 ; B) =r(4)， 于 是 由 


10 2;2 2 3 
(A:B)=| 2 1 5: 3 4 8 


1 0 20Del, dy 9 


102: 2 23 
初等 行 变换 : 
_ 初 等 行 变换 、 


(即将 a=1 代入 ) 





0 1 1:-1 02 
0 0 0i:b+3 ec 0 
b+3=0, 
知 本 即 6= -3, c=0. 


C oo 


XI XI2 X13 


设 于 = No Ny X73 |， 并 将 a=1， b= -3， c=0 代入， 则 和 矩阵 方程 4 天 = 号 与 


N31 N32 N33 


1 0 2 2 全 .3 
| | X21 X22 N23 | 三 | | (1) 
0 1 1 -1 0 2 
同 解 ， 而 式 (1) 即 为 以 下 三 个 线性 方程 组 


YX11 








1 0 2 2 

人 1 中 a 本 2) 
10 ”| /2 
[ 机 -中 
T _f3 
. 1 中 -| 








一 








显然 ， 式 (2) 的 通 解 为 CI(2,，1，-1) +(2，-1,， 0) =(2C| +2，C -1, -0C)', 
式 (3) 的 通 解 为 C,(2, 1，-1) "+(2, 0, 0) =(2C, +2, C,, -C0C,)', 
式 (3) 的 通 解 为 C,(2, 1，-1) +(3, 2, 0)"=(2C, +3, C3; +2, -C0;).. 
2C| +2 2C, +2 2C; +3 

所 以 ,=| C, -1 C， C3 +2 | (其 中 C,，C,，C; 是 任意 常数 ). 

6 - C， 三 人; 
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附注 和 矩阵 方程 4X =B 的 解法 同 模拟 试题 (二 ) (22 ) 的 解答 . 








1 1 &a 
(23) ( 工 ) 由 于 1 (ay ww)1=|l1 al1l=(a+2)(a-1) ， 所 以 
a 1 1 
| (和 ，m，m)1 =0 的 解 为 a=1，-2. 
i 1 1 1: 1 
当 g =1 时 , 由 (wo @iB)=I1 1 1 0 0; 0| 知 ,BB 不 
1 人 二 5 
能 由 ww ，ow ，@; 线性 表示 . 
当 w= -2 时 ， 
2 和 = 
i | 1 1 |1 -2 
-2 1 1:-2 0 0 0i0 
1 1 -2:1 1 1 -2:1 1 0 -1i:1 
0 -3 3i0| ,0 -1 1i0|l 0 1 -1i0 
0 0 0i0 0 0 0io0 00 0i0 
知 , B 可 由 wm ，@,，@ 线性 表示 ， 设 表示 式 为 B=xa +ya +zas ， 即 
和 
(@, @, @)|y|=pB. (1) 
Z 
由 以 上 的 初等 行 变换 知 ， 式 (1) 与 方程 组 | -0 同 角 它 对 应 的 齐 次 方程 组 的 通 解 为 





c(1，1，1) 7 ， 且 有 特 解 (1，0，0)”， 所 以 式 (1) 的 通 解 为 (x, y, z) =c(1，1，1) +(1， 
0, 0) =(c+1，c，c)， 从 而 所 求 的 a= -2， 线 性 表示 式 的 一 般 形 式 及 B =(c+1)a +ca， 
+cai( 其 中 是 任意 常数 ). 

( 工 ) 由 于 c = -2 时 ， 





= 二 ] 2 和 A -1l 2 和 A -1l 2 
|AE;=Al =| =1 A+2 =1 |= A A+2 =1|=0 A+3 =3 
2 -1 A-l A =1 A-l 0 0 A=—3 


=A(A-3)(A+3), 
所 以 ，4 有 特征 值 和 =0, 3，-3. 
设 对 应 入 =0 的 特征 向 量 为 a = (a,，a,，a;) ， 则 we 满足 
-1 -1 2\/a 





-1 2 -1lua,|=0. (1) 
2 -1 -lla, 
-1 -1 2 =1 ET 2 =1 sl 过 1 0 -1 
由 于 | -1 2 -1 0 3 -3 0 1 -1 一 |o 1 -1|， 


2 = =1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 


“11S 











模拟 试题 (四 ) 解答 
QI = 全 0， 
所 以 式 (1) 与 方程 组 | 0 同 解 ， 放 a 可 取 它 的 基础 解 系 ， 即 a=(1，1,1)" 
Wy = 0 = 





设 对 应 入 =3 的 特征 向 量 为 B= (5 ，5,，5;) "， 则 5b 满足 
2 -1 2\/% 
1" 5 "| b, |=0. (2) 
2 1 立 作 员 
2 二 1] 各 ee 2 -1 2 09 0 0 1 0 
由 于 |-1 5 1 5 -| 5 -+ 二 0 | 
人 2 训 0 0 0 0 0 0 0 0 





b 
所 以 式 (2) 与 方程 组 | | 








b, =0 | 
。 “0 同 解 ， 帮 可 取 它 的 基础 解 系 , 即 5=(1,，0，-1)” 
EE 向量 为 c= (0， C2 ， c)  ， 则 由 4 是 实 对 称 和 矩阵 知 ， c 与 w&， 5 都 





设 对 应 A = -3 的 特 生 
正 交 ， 所 以 有 
C 


a, b,c 是 正 交 向 


记 Q=(é€, n, 6) = 


x ) 化 为 标准 形 3y2 -3y?. 
附注 由 于 当 1 (@ 


Cl 十 C> 十 C3 二 





0 
0 故 “ 可 取 它 的 基础 解 系 ， 即 c=(1，-2，1)7 








， 现 将 它们 单位 化 得 
a (1 1 1Y 
ee | 
bp fl 二 | 
"(二 | 
-1 2 1 
- 疝 -( 店 司 el 
1 1 1 
5 有 后 
0 ( 正 交 矩阵 ) ， 则 正 交 变 换 x = gy 将 Fa ,加 
i 
师 起 泥 





@;,，Q@;) 1 和 关 0， 即 w ，o，a; 线性 无 关 时 , B 必 可 由 mw ，o ，a4 


? 


唯一 线性 表示 ， 因 此 题解 从 | (a ,mw ，w) | =0 入 手 . 





模拟 试题 (五 ) 解 答 





一 、 选 择 题 
有 (1) | (2) | (3) | (4) | (5) | (6) | (7) | (8) 
| 


g(xX)sin a 
_1i 2x 














ei 
Lt OE ON 
因此 选 (C). 
附注 “计算 分 段 函数 在 分 段 点 处 的 导数 ， 总 是 从 导数 定义 出 发 . 
(2) 由 于 


tl (x —1)sinnx . 
= 一 SinTX ; 





x 
| xl <1 时 ，lim 3 
2 X +x —1 
n+l 。 
.xX (x -1)sinnx 
|1xl >1 时 ，lim 3 ) =x; 
六 x ” +x 一 1 





11 (x —1)sinmx 





了 

x 

x=1 时 ， lim 3 
mo x "+% 一 1 





x= -1 时 ， lim- We 

人 X + 和 一] 
inmx， |xl| <1 

所 以 ,y =A) = 人 | 3， 的 图 形 如 图 符 5.2 所 示 ， 直 图 可 知 ，Xe) 的 极 大 值 为 


几 -了 = 极 小 信 为 放 寺 ] = -1 因此 选 (A). 





2 
附注 ”画图 得 到 正确 选项 ， 是 解 选择 题 的 常用 方法 之 一 . 


(3) 所 给 方程 两 边 对 x 求 导 得 
2xy” +2x’ yy +y' =0， 








二 >0，x<0， 
所 以 有 y'= -一 1 =0，x=0, 由 此 可 知 y=y(x) 有 最 
2X Y +1 
<0, x>0. 








大 值 y(0) =1， 无 最 小 值 ， 因 此 选 (B). 
附注 ”本题 也 可 以 用 以 下 方法 求解 
由 所 给 方程 知 y(0) =1， 当 x0 时 , 方程 可 以 改写 成 











模拟 试题 (五 ) 解答 "117 . 








它 的 y >0 的 解 为 y= 一 = 一， 由 此 可 知 ， 当 * 关 0 时, y <1 从 而 
% V1 +4x +1 


y(0) =1 是 y=y(x) 的 最 大 值 ， 由 于 x 一 %w 时 , y(x) >0, 但 y(x) 一 0， 所 以 y=y(x) 无 最 小 
值 . 


(Fon = ff (2) 


v 


2 | Jah fA 


令 











一 os 
所 以 ,2 2 -fn Dd Me - 交 亿 了) 因此 选 (C). 


附注 es 
限 或 移出 外 层 积 分 号 . 本 题 题解 就 是 如 此 处 理 的 . 


(5) 对 页) 由 mA 
7) 一 (0.0 0 


flx, 0) -A(0, 0) 


| x 1 











=0， 所 以 


im A 0) -A 0) 





有 天 《山王 i 





= lim 


全 y) -A(0, 0) 











(0, 0) =0. 于 是 由 lim =0 得 
(xz,y) 一 (0,0) 2 +y 
f(x, y) -/(0, 0) -大 (0， 0)x 一 广 (0， 0)y f(x, y) -f/f(0, 0) 
lim = lim =0. 
(%,7)—(0,0) A +y (x,y)—(0,0) 人 +y 


所 以 ， 由 二 元 函数 可 微 的 定义 知 ，f/(x，y) 在 点 (0,0) 处 可 微 ， 因 此 选 (D) 
附注 显然 ， 选项 (A) ，(B) 不 是 拟 x，7y) 在 点 (0，0) 处 可 微 的 充分 条 件 ， 选 项 (C) 也 
不 是 充分 条 件 . 例如 f(x, y)= V1xyl ,由 
p(x, 0) = i 0 


=lim— =0， 特 别 由 了 (0, 0) =0 知 ， 
limf’ (x, 0) =f'(0, 0). 同样 可 得 iw (0, y) = 太 (0，0)， 但 是 由 
fx, y) -0, 0) -fi(0, 0)x -fy(0, 0)y i V| xyl 
Ce 0,0) i 007) to,0) Re 
知 ，f(x,， yy) 在 点 (0，0) 处 不 可 微 . 
(6) 显然 选项 (A)，(B) 的 微分 方程 不 可 能 有 特 解 y, ，y,，y;. 

















#0, 





























下 面 考虑 选项 (C).: 
dy, dy ,dy dy 
由 于 =1+lnz， 一 二 = 一 ， 所 以 , 居 一 字 -* 二 +% =0. 
de de dn 
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dy, dy 1 dy dy, 
一 -=2 1 二 一， 以 ， Te. 2 =0 
由 于 下 + lnx, 人 所 x 2 % 下 + yy 
i 2 dy3 dy 5 
由 于 ys =3y, 一 >， 所 以 E 必 满 后 和 一 * + =0. 因此 选 (C) 
yo Xx 
附注 (C) 是 正确 的 选项 ， 也 可 如 下 证 明 . 
今 x=e'， 则 yi =te'，y, =te'+e',， ys =2te' -e'， 选 项 (C) 中 的 微分 方程 ( 欧 拉 方 程 ) 成 
为 
dy sdy 
——2—+y=0. 1 
a (1) 





由 于 式 (1) 的 特征 方程 和? -2A +1=0 有 根 和 =1( 二 重 )， 所 以 它 有 特 解 e。，te'， 从 而 有 特 解 
Yi1, 2, 3: 

(7) 由 于 选项 (C) 与 (D) 中 有 且 仪 有 一 个 是 正确 的 .因此 只 要 考虑 这 两 个 选项 即 可 ， 由 
r(B) =r(4) < <7+l 知 ，By =0 有 非 零 解 ， 因此 选 (C). 

附注 设 4 是 mxn 和 矩阵 ， 则 

r(4) =n 是 齐 次 线性 方程 组 hx =0 只 有 零 解 的 充分 必要 条 件 ; 

r(4) <n 是 齐 次 线性 方程 组 4x =0 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 . 
A+l 0 0 

0 A-1 -2 








(8)4 有 特征 值 -1，1，2. 由 





=(A-3)(A+1)” 知 ， 选 项 (A) 的 























0 -2 入 -1 
-1 0 0 
和 矩阵 | 0 1 2 有 特征 值 M=3，-1( 二 重 ) ， 它 与 4 有 不 同 特征 值 ， 故 不 与 4 相似 ， 因 此 
0 2 1 
不 能 选 (A) 
-1 0 0 A+l 0 0 
3 1 0 223 _l 
对 于 选项 (B) 的 矩阵 2 2 |, 由 2 2 |=(A+l)(A-1)(CA- 
0 0 _1 po 
2 2 2 2 


3) 知 ， 它 有 特征 值 -1，1，2， 有 
同 ， 因 此 选 (B) 

附注 (1) 设 4 与 妃 都 是 ” 阶 和 矩阵 ， 则 

4 与 妃 相 似 的 充分 必要 条 件 有 以 下 两 类 

( 1 ) 存在 款 阶 可 逆 和 矩阵 己 ， 使 得 己 - 4P =B. 

(ii) 4 与 B 有 相同 的 特征 多 项 式 , 或 者 A 与 BB 有 相同 的 特征 值 (n, 重 以 n, 个 计算 ). 

(本 ) 设 4 与 互 都 是 m” 阶 实 对 称 和 矩阵 , 则 4 与 B 合同 的 充分 必要 条 件 有 以 下 三 类 . 

( i ) 存在 半 阶 可 逆 和 矩阵 C， 使 得 CA4C = 也， 

(让) 二 次 型 zx"4x 与 x Bx( 其 中 x=(x,，x,，…，%,) ) 有 相同 的 规范 形 ， 或 者 这 两 个 
二 次 型 有 相同 的 正 惯性 指数 ， 也 有 相同 的 负 惯 性 指数 . 

(十 ) 4 与 BB 有 相同 的 特征 值 (n, 重 的 以 nn 个 计算 ). 





一 


与 4 有 相同 的 特征 值 ， 所 以 这 个 实 对 称 和 矩阵 与 4 相似 且 合 
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f(x) +1 





(0) Bb sj 一生 向 | 


0 YX 一 SInX 


3» 
多 





. f(x) +1 .XX 一 sinx 洛 必 达 法 则 
lin——— =2 lim 一 一 
%- 吉 x x—0 





所 以 ,A0) = -1, (0) = 地， 因此 所 求 的 切线 方程 为 
y-(-D = 二 (z-0)， 即 y= 了 xz-1 


附 尘 设 f(x) 在 点 % 处 连续 ， 且 lim 太 2 下 -404, 是 常数 )， 则 f(x6) =k, (xx) 


xx0 光一 Xo 
=A. 


























区 Varcsin x 一 和 、 
(10) 由 arcsinx = 导 E = - .所 以 
/1 e (x) arcsinx 
1 E(x) 1 Varcsin x 一 和 令 +1=arcsinx 1 Vi sin’t 
im = lim 一] 
0+ XX 0+ Xarcsinx m0+ tsint 
. tt+sint .. t — sint 
= lim /一 一 一 lm 
0+ EF 1 一 0 十 t 
t+ sint t+ sint 
tn 
i 0+ 区 i0 
1 t— sint .一 sint 洛 必 达 法 则 . 1l—-cost 1 
im 本 = lim 人 lim = 一 . 
1 一 >0 + t 0+ t m0+ 3 ~/6 
1 1 
因此 We 
a0+ XX V6 3 
附注 


只 有 对 xe (0，1)， 存在 唯一 的 E 时 , 才 是 x 的 函数 ， 才 可 以 写成 E(x). 下 面 
证 明 上 述 的 & 是 唯一 的 . 





对 函数 arcsint 在 [0，x] (xe (0,，1)) 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ， 如 果 在 (0, x) 内 存在 
两 个 6 这 6 9 使 得 


% x 
arcsinx = ， arcsinx = 


i 要 Wi 
则 =é， 由 此 证 明了 唯一 性 . 





T 1 T 
(11) | em sinxdx = | esinxdx +| esinxdx 
= -1 1 


1 T T 
OS8X 2» "1 2 
= 1 e'sinxdx | x sinxdx = =| x dcosx 
-1 1 nl 


— (Xx cosx 





一 | 2xcosxdx) 
l! 下 
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T 
= 7* + cosl + | 2xdsinx 
0 
2 要 
= T +cosl+ (2xsinx | =%| sinxdx ) 
o 


= 7* + cosl -4. 


附注 “由 于 e* sinx 是 奇 函 数 ， 所 以 题解 中 | esinxdx =0. 
a 





(12) 由 于 z'=cos(xy) :y+9g, +9,: 所 以 


和 x 11 
2 = —sin(xy) * xy +cos(xy) 二 ， [=] : -Er : [ 
y y /7 


. 党 Lh 1 Uh 1 次 
= -zysin( 妙 ) + cos(xy) -< | p+ Lg |- 9 
》 > y 





了 


1 
= —xysin(xy) +cos(xy) = 
» 





附注 “要 熟练 掌握 二 元 复合 函数 的 1，2 阶 偏 导数 的 计算 
(13) 所 给 微分 方程 y +27Y +y=2e "+% (1) 
对 应 的 齐 次 微分 方程 多 +2y'+y=0 的 通 解 为 
Y=(C,+Cx)e .. 
此 外 ， 式 (1) 有 特 解 





y” =Axe ”+B+Cx. 
将 它 代 入 式 (1) 得 
(2Ae ™* -4Axe * +Ax’e *) +2(2Axe™* -Ax’e™*+C) 
+ (Axe ”+B+Cx) =2e "+x. 
由 此 得 到 4=1, B= -2, C=1.， 所 以 
y” =xe *—2+x. 
因 式 (1) 的 通 解 为 
y=Y+y” =(CI+Cx)e +x ee ”—2+x. 
附注 ”由 于 式 (1) 的 右边 为 26* 与 «两 项 之 和 ， 其 中 2e-" 一 2e* 的 A = -1 是 齐 次 微分 
方程 YW +2y’ +y =0 的 特征 方程 和 +2A +1=0 的 二 重 根 ， 所 以 , 多 +27y'+y=2e 有 形 如 
4xz"e 一 的 特 解 此外, 内 +2y' +y=0=x 有形 如 B+Cx 的 特 解 . 从 而 式 (1) 有形 如 y”= 
4xzze 一 + 有 +Cx 的 特 解 . 
(14) 由 于 r(4) =r(4B)<r(B), 即 r(A4)<r(B). (1) 
此 外 ,由 r(4) = 及 r(4) +r(B) -n<r(4B)<r(4) 得 r(B)<r(A). (2) 
所 以 ,7(B) =r(4) =n， 从 而 7(B*)=n. 
附注 ”题解 中 利用 了 关于 矩阵 秩 的 以 下 结论 : 
(1) 设 A 是 mxn 算 阵 ， B 是 n xl 矩阵， 则 
r(4) +r(B) -nr(AB) <min|r(A), rr(B)|}. 
( 卫 ) 设 A 是 n 阶 矩阵， 则 




















模拟 试题 (五 ) 解答 "121 . 





n, (A)=n, 
r(4 )=11，r(4) =7 -1， 
0，7(4) <n-l. 
三 、 解 答题 
x 一 2， Xs 一 |， 
3 = <%S—, ， 
(15) 由 于 f(x)=1 “ “2 "所 以 
1 
—X 二 2， 人 
2 
[oa = | Farce, 
| (t —2)di, x 三 -1,， 
< 
其 中 [ Pe | 3tdt ld, 
oe 一 _1 2 
| 
1 加 ， 2 





1 
一 A x 三-1,， 
2 2 
3 3 
三 好 一 一 ， -1 <x 私 一， 
2 2 
—-—x +2x-2, x>— 





1 ， 
一 一 278 一 一 +(L， x 三 一 1， 
2 
3 3 1 
dx=4 —x -+C -1 <x<— 
因此 fx) x x 
二 a 
2 2 





附注 “分 段 函数 /Lx) 的 不 定 积分 应 用 以 下 公式 计算 是 比较 快捷 的 ， 
Noa = | Kod+c， 
其 中 是 /4) 的 最 靠 左 边 的 分 段 点 - 
(16) 由 于 y(D) = ef*(C+ le .efrq) = Ce* ye 


将 y(0) =0 代入 上 式 得 C= -1, 所 以 y(t) = -e+e '(1=0). 
当 1<0 时 , f (1) =(2P + sint)’ =4t + cost; 
当 #1>0 时 , f (1) =y'(t)=(-e ”+te')’=2e ”-e' 
由 于 limf"(#) =1, limf "(1) =1， 所 以 , f'(0) =1， 因 此 
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pit) | 4t+cost, 1<0, 
寺村 一 
2e*-e', 1>0. 


由 此 可 得 , t <0 时 , f”(1) =4-sint; 1>0 时, f”(1) = -4e™ 
由 于 limf"(1) =4， lim/ (1) = -3， 所 以 了 "(0) 不 存在 ， 因 此 


, -| 4 — sint, ti<0， 
/= -4e ”+e’', 1>0. 
附注 f'(0) =1 与 1”(0) 不 存在 也 可 证 明 如 下 : 
由 于 Ai) = pe tO 
-ee +e ， 


1 二 0， 





f/f.(0)= A -A(0) 4 + sint . 


上， 
一 0- 


t=0- i 


, 1 fA) -fH0) e+e 
/1(0) SI = lm - 








a A Sl] 
从 而 f'(0)=1. 

4t + cost t<0,， 

由 于 f(2)=4 ， 所 以 
2e "ee ', 0 ， 
(0) = Ti 人 人) -f/f'(0) _ Jim de + ost 一 | Ee 
0 i i300- i 
/ / 一 21 一 上 
后 
0+ i i>0+ i 


从 而 1”(0) 不 存在 . 


(17) 令 w=x-t, 则 f(x) ， | Kx-Dd=sinr 成 为 





所 zx) ， | fa = sinz, 即 | fw) du = Sin% 


fx) 
上 起 两 边 对 * 求 导 得 f(x) = Sin (5) 


: 如 
f(x) 
f'(x) -cotx :f(x) = -f(s). 





1 2 | 
令 y= 二 7 一， 得 y +2cotx* y= 一 一 ， 所 以 
f(x) SinX 


之 txdx 2 | 
y=e J2eowd ( | oemdn] 


sinx 














1 1 
= ( 十 Psinadx ) = (c — 2cosx). 
Sin x 


Sl 





T 1 T 、 A 、 mT Ea 
将 用 = 万 即 [ 卫 |=2 代入 上 式 得 。=2， 所 以 ， 让 | 3 | 上 As) = cos 因此 


f(x) 在 [ 记 , "| 上 的 平均 值 为 
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1 fr 2 fr x 2 
7 oOd s ,eo yt = ee -). 
2 
附注 y +p(x)y=g(x)y'(n 承 0，1) 称 为 伯 努 利 方 程 ， 它 可 通过 变量 代 换 z =y “转换 
成 线性 微分 方程 E + (1 -mp(a)z= (1 -nm)q() 后 求解 
(18) u(x，2x) =x 两 边 对 % 求 导 得 
u(x%, 2%) +2 (0Y，27) =1, 
再 对 x 求 导 得 [u(x，2x) +2ur (%, 2x) | +2| w(x, 2x) +2w, (X, 2x) | =0. 
利用 tw =w，w = 以 化 简 后 得 








Sus(%, 2%) +4wu' (x%, 2%) =0 (1) 
u(x，2x) =x? 两 边 对 % 求 导 得 
w' (x, 2%) +2u, (x%, 2x) =2x. (2) 


i ~ 2 4 A Ee 
由 式 (1)， 式 (2) 得 u(x,，2x) = 人 ww (%, 2%) -3 于 是 D 如 图 答 5-18 的 阴影 部 分 


所 示 ， 所 以 D 的 面积 》 
二 


| -antan3 4 

do = ，db| rdr ==-4， 

和 antan 了 0 或 0= narctan 季 这 法 3* y 或 = arctan 寺 
1 


= |T -arctan— — arctan 一 |. 
2 3 3 


附注 ”本题 获 解 的 关键 是 利用 题 设 从 
u(x，2x) =x，u, (x，2x) =wx 中 算出 w"(x， 
2x ) 与 LO 人 2 2x ) 的 表达 式 . -1 O 1 

(19) 由 于 f(x) 在 [0, 2] 上 2 阶 可 导 ， 所 图 答 5.18 
以 ,对 于 xe[0, 2]， 


Xx2+z2=]1 或 r=1 








3 


Ax) =f(1) +f "(1)(x—1) 1/"(E) (4 -1)(E 是 介 于 1 与 x 之 间 的 实数 ) 


由 于 f/'(x) 在 [0, 2] 上 单调 增加 ， 所 以 有 f"(x) 二 0(xe 10, 2])， 从 而 
f(x)=/(1) +f "(1)(x-1)(xe[0, 2]). 


因此 ， | A) > | LAI) +f'(1) (x -1)]dxr = 2f(1) sue -1d 
= 3) + 3 D1) | =21). 


附注 设 %e[0, 2]， 则 写 出 f(x) 在 点 % 处 的 一 阶 泰勒 公式 是 联系 f(x)，f'(x) 与 
f"(%) 的 常用 方法 ， 本 题 得 证 的 关键 是 取 x =1. 





ar 

a ;2 革 a x /2 =0， 
2 =2x -2xy’ ,二 =47 -2 以 方程 " 
(20) 由 于 % — 2xy ny y-2xy, 所 以 方程 组 af 4y -2x2y =0 在 D 内 


一 =0， 
07 
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cg) L227) 42%) - (一 4oy) ] on 


部 的 解 为 x=V2， y=1， 即 在 D 内 部 f(x，y) 在 唯一 可 能 极 值 点 (y2，1 )， 由 于 
EE 
ox” 8) x9Y 
=[(2-2y)(4-2x’)-( -4xy)’] = -32 <0 
(V2,1) 


所 以 (这 ,1) 不 是 f(x, yy) 在 D 内 的 极 值 点 ， 即 f(x,y) 在 D 内 无 极 值 ， 从 而 f(x, y) 在 D 内 
不 存在 最 大 值 与 最 小 值 . 
附注 ”由 于 D 是 开 区 域 ， 当 f(x, y) 在 D 内 取 不 到 极 值 时 ， 必 取 不 到 最 大 值 与 最 小 值 . 
(21) ( 工 ) 由 题 设 得 





[Du -3 = 二 
上 式 两 边 对 « 求 导 得 


， 8 1 XY 一 8 ss /yy 8 5 
sy (x) -7(z) = -3 本 4 全， 或 了] = -3 





所 以 荆 =4x- 了 +C, 将 y(1) =4 代 入 得 C=0， 所 以 


y=y(x) -4x7 (0<x<1). 


(IT) y=4 呈 的 反 函 数 y -9(a) = [于 ] ， 所 以 如 图 答 5.21 的 阴影 部 分 所 示 ， 用 由 线 y 


= -wx 将 D 划分 成 Di 与 D, 两 部 分 (如 图 所 示 ). 
由 于 D, 关于 y 轴 对 称 ， 且 在 对 称 点 处 ，g(*，y) = 
y[ (x+1)f(x) + (x 一 1)f( -xz)] 的 值 互 为 相反 数 ， 所 以 


|ea Ds) ste ~ Ao) Ja eo0. (1) 


由 于 六 关于 x 轴 对 称 ， 且 在 对 称 点 处 ，g(*，7y) 的 值 
互 为 相反 数 ， 所 以 


hs Df) + ba = Ao) Jr = 0. (2) 图 答 521 
于 是 ， 由 式 (1)， 式 (2) 得 
yt sr DF) + Cx -DRK-odc 


PCD 











= y+ DF) + Cr- DA- Jao + yr + DF) rz-DK-o]dr=0 
附注 本题 的 题解 有 两 点 值得 注意 

(I) 微分 方程 去 (x) -y(*) = -三 过 也 可 用 以 下 方法 求解; 
所 给 微分 方程 可 以 改写 成 
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ro -9%) = - (线性 微分 方程 )， 
所 以 ，y(x) = sr 人。 十 | 一 Stel ds] 


| 
=cXY +4x3. 


CI) 计算 yt + 1)f(x) + (x 一 1)f( -x) jdo 的 关键 是 将 D 划分 成 D, 与 D, 两 部 分 ， 





然后 利用 对 称 性 快捷 地 算出 D, 与 D, 上 的 二 重 积 分 . 





1 
(22) 由 于 4=pra= 1， 7 a 
1 
1 
1 一 0 
2 
20242 =2 .2°(apB')(apB') =8a(B'a)B'=164, 其 中 , 4=|2 1 0 
et 
2 
A’ =(ag )(ag )(ag )(ag ) =a(B'a)'B' =84, 
所 以 ， 所 给 的 方程 组 成 为 
0 
(84 -16E,)x=Yy, BI(A -2E,)x=|0|, 
1 
1 
-1 二 0 
从 0 
或 者 | 中 -| (1) 
1 1 
1 一 =2 
2 
1 : 
-1 一 0i0 1 
2 | i 一 7 0 :0 一 2 : 
1 初等 行 变 | 全 : 
由 于 | 2 i 0 0 oo “A 
iL 三 0 1 -2i1 
2 : 
= 2 Fs =0， 


所 以 ， 式 (1 ) 与 方程 组 (2) 


Ma 一 2X3 =1 








同 解 ， 式 (2) 的 导出 组 的 通 解 为 c(1, 2，1)7， 此 外 ， 式 (2) 有 特 解 0 -| ， 所 以 ， 








式 (2) ， 即 式 (1) 的 通 解 为 x= (名 ,a)" =el1,，2，1)"+ [90，0，- 寺 (其 中 ,是 任 


意 常 数 )， 
附注 设 w，p 都 是 n 维 列 向 量 ， 则 op 是 一 个 常数 ， 记 为 c; ag ` 是 二 阶 和 矩阵 ， 记 为 
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4, 则 r(4) 友 1， 且 对 正 整 数 上 有 
4=(aog) (ag) (0ag ) =c 4. 


A 1 -4 A-3 1 -4 
(23) 由 于 1 AE;, -41 =| 1 和 -3 1|=|IA-1 A-3 
-4 1 A A-3 1 A 
A-3 1 -4 
=IA-1 A-3 1 =(A-2)(A-5)(A+4), 
0 0 A+4 





所 以 4 有 特征 值 和 =2, 5，-4. 
设 对 应 入 =2 的 特征 向 量 为 a = (a,，a,，a;) ， 则 a 满足 
2 1 -40 











1 -1 1la,|=0. (1) 
-4 1 2/\a, 
2 1 -4 0 3 -6 0 1 -2 0 1 -2 
由 于 | 1 -1 1 ll -1 1 1 -1 1-—1 0 -1|， 
-4 1 2 0 -3 6 0 0 0 00 0 
所 以 ， 式 (1) 与 方程 组 | “”“ 同 解 ， 故 可取 为 它 的 基础 解 系 ， 即 =(1,，2,，1)" 
1 加 B= 
设 对 应 入 =5 的 特征 向 量 为 b= (5,，b,，5;) ， 则 5b 满足 
5 1 -4)/% 
1 2 1|5,|=0. (2) 
-4 1 5/\b, 
5 1 -4 > 0 -9 -9 0 11 0 1 1 
由 于 1 i 
-4 1 5 0 9 9 0 0 0 0 0 0 
b, + bs 








=0， 
所 以 ， 式 (2) 与 方程 组 | 同 解 ， 故 可 取 包 为 它 的 基础 解 系 ， 即 = (1，- 1， 


bi +b, 
1).. 
设 对 应 入 = -4 的 特征 向 量 为 c = (c,，c,，c;) ， 则 由 4 是 实 对 称 和 矩阵 知 ，e 与 a, b 都 
正 交 ， 所 以 有 
(c, a) =0, (cl +2c, +cs =0， 
(e b) =0， | 
故 可 取 c 为 它 的 基础 解 系 ， 即 c=(1, 0，-1).. 
显然 ,， a, b,c 是 正 交 疝 量 组 ， 现 将 它们 单位 化 : 





全 =0, 


于 它 与 |， 同 解 ， 





= 0 

















£- i 2 | 
al (Ww v6 ve) 


了 -人 :下 | 
I 可 
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c 1 1Y 
f=- 万 0， | 
lel \2 V2 











1 1 1 
6 3 2 
2 1 
1 三 =| 一 一 一 0 A 则 O7 三 . 目 
QO=(é, 7,&) BE ( 正 交 德 阵 ) ， 则 0'40 | 5 , 于 是 在 
1 1 i 
6 3 V2 


正 交 变换 x = OQy 下 ，f(x, ，x,，%s) =2y? +5y? -4y?( 标 准 形 ). 
由 0O4 0O=01414-0 = -400-4-0O (141 =2x5x(-4)= -40) 
-40(O AQ) = -40(040)” 


二 


-20 
Pi m3) =xAxX=y (CO4 0)) | -8 | 
-10 


知 ， 在 正 交 变换 x =Qy 下 ， 


= -207 -8y +107( 标 准 形 ). 
附注 ”由 题解 可 知 ， 如 果 A 是 nn 阶 可 道 实 对 称 和 矩阵 ， 则 当 正 交 变 换 x = Qy( 其 中 ,x = 
(XI, X22, “i, x,) ， y=(y, YY,), Q 是 正 交 和 矩 阵 ) 将 二 次 型 f(xi， MX NX) 
x Ax 化 为 标准 形 Ay? +A22 +… + 和 (其 中 和 1，A,，…，A, 是 4 的 特征 值 ) 时 ， 必 将 二 ? 
型 记 (xi，xs，…，%) =xX"A “x 化 为 标准 形 jyi tpoy2 +… + ( 其 中 妈 ,pb 
4 的 特征 值 ). 





S 


并 
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(1) Kx)=xlxl(x-2) 1x-21 ， 可 能 的 不 可 导 点 为 vx=0，2. 
在 点 x=0 邻近 ， 
x (x-2)’, x%<0, 


f(x) =—-x|x| (x-2) | —x (x—2)’, xX>0, 


2x(x -2) +3x (x -2)’, x<0, 

(0) =0. 
— [2x(x -2)3+3x2(x -2)2]， wo ) 
由 此 得 到 ， /7(0) = Jim 人 
所 以 ,x=0 是 f 作 x) 的 2 阶 不 可 导 点 . 


Re | 





-16, f'(0) =16, 


-入 (xx -2)3 ， %<2, 
x (x—2)’, %>2, 
-[2x(x -2) +3x (x-2)’], x<2 


f(x) =x (x-2)*|1 x-2| = 





1 (w= 2x(x -2) +3x (x -2) 2”， pe 
由 此 得 到 /7(2) = lm 二 Cn 


所 以 ,x =2 是 f(x) 的 2 阶 可 导 点 ， 因 此 选 (B). 
附注 ”应 记 住 以 下 结论 . 


(x-a)lx-al 在 x=a 人 处 2 阶 不 可 导 ，(x-a)*1x-al 在 点 x=a 处 2 阶 可 导 . 
(2) 当 /(x) 是 偶 函 数 时 ， 由 定 积分 性 质 知 | fC) qe = 2| KDd(- am <% <+%) 成 立 . 





反之 , 当 | KDd =2[ f(D)di(-w <x<+wm) 时 ,由 


| au = 「 rod + [F009 = [fw + A) di( 其 中 w=- 


= 1- t)dt 十 [fa 


得 [f(D)d = [fdr 于 是 由 x 是 ( - w ，+ % ) 上 的 任意 实数 知 , f( -1) =f(1)(-%< 

















t< +%)， 即 f(x) 是 偶 函 数 ， 因 此 选 (C). 
附注 ”应 记 住 本 题 的 结论 : 


设 /(%) 是 连续 画 数 , 则 | AD) dr =2|ADd(-% <w <+%) 是 /x) 为 人 





函数 的 充分 
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必要 条 件 . 
(3) 显然 x=0，1 都 是 方程 的 实 根 ， 记 了 (x) =2 -x -1， 则 了 (x) 连续, 且 f(2). 
lim fx) <0， 所 以 由 零点 定理 (推广 形式 ) 知 所 给 方程 fx) =0 在 (2，+ % ) 上 有 实 根 ， 记 
如 果 f(x) =0 还 有 不 同 实 根 x,， 不妨 设 x， >x6。， 则 由 f(x) 在 (2，+ wm ) 上 3 阶 可 导 ， 且 
/(0) =f/(1) =f(xo) =fl%i) 及 罗 尔 定理 (高 阶 导数 形式 ) 知 ， 存 在 Ee (0，xi)， 使 得 
f™(é)=0. (1) 
男 一 方面 ,计算 Ax) 的 3 阶 导数 得 
f™(€) =2(1n2)’ #0. (2) 
由 式 (1) 与 式 (2) 了 矛盾 知 , 方程 f(x) =0， 即 2* -x -1=0 除 0,1，x 外 ， 别 无 其 他 实 
根 ， 因 此 选 (C). 
附注 ( I) 零点 定理 的 一 种 推广 形式 
设 函 数 f(x) 在 [a，+% ) 上 连续 ， 且 Ac) lim f(x) <0， 则 存在 Ee (a，+ % ) ， 使 得 
f(é€) =0. 
( 卫 ) 罗 尔 定理 的 一 种 推广 形式 
设 函 数 f(x) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a, 5) 内 3 阶 可 导 ， 且 有 wx， x,e (a, 5b)( 其 中 x < 
)， 使 得 f(a) =f(xi) =f(x,) =f/(5)， 则 存在 Ee (a, 5), 使 得 1 (é) =0. 
题解 中 使 用 了 以 上 两 种 推广 形式 . 


(4) 用 了 No 为 ) = 高 为) | 所 以 南大 Ce 儿 ) 在 点 (加) 处 存在 知 


f(x，Yo) 在 点 xo 处 可 微 . 因此 选 (D ). 
附注 ” 当 题 中 所 给 的 三 个 2 阶 俩 导数 在 点 (zx ，yo ) 处 连续 时 ， 选 项 (A)、(B)、(C) 都 
正确 ,但 仅 假 设 这 三 个 偏 导数 在 点 (x。，y ) 处 存在 ， 未 必 能 推出 这 三 个 选项 正确 . 



































2cos 0 

1 = 其 
(5) 由 于 上 db| flreos 0,rsin 0)rdr jo)ao 其 
D = {(,0)10< <200s0.0 <0< TF) D1 -+r <10<y<1 
= |(x,y)|l1-— MI-y <x<1l+ V1-y,0<y1}), 


Ts 
1 


所 以 ， f(x,7) do = [ES i f(x,y) dx 得 


了 2cos 0 1 1+ MI- 

| aof flrecos 0,rsin 0)rdr = ho) f(x,y)dx. 因此 选 (B). 
附注 将 所 给 的 二 次 积分 改写 成 先 9 后 7 次 序 的 二 次 积分 ， 具体 如 下 : 
由 于 积分 区 域 D = | (r，0) | 0<0<aceos 本， 0r<2} ， 所 以 


于 2cos 0 2 上 
db flrecos 0,rsin 0)rdr = [arf flreos 0,rsin 0)rd0. 
(6) 由 洛 必 达 法 则 得 
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1-cosx SinxX . COsX 
lim =lim— = lim— 
0 YK) yx) oy (x) 
COS % 1 
= lim— 三 由 


“eo -py'(x) -q(x) 1-P 0-970 
因此 选 (C). 
附注 ”这 里 不 必 算出 y(x) (实际 上 ， 在 未 知 p,g 的 情况 下 ,计算 y(x) 是 不 容易 的 )， 
只 需 利用 洛 必 达 法 则 即 可 算出 所 给 的 极限 . 
(7) 由 于 方程 组 Ax =0 的 解 z 可 使 4I4x, =0， 所 以 x 也 是 方程 组 4"Ax =0 的 解 . 
反之 , 设 A'Ax =0 有 人 解 E， 则 2&4'hE =0， 即 (AE)'(AE) =0， 记 实 向 量 AE = (6 ， 
名 ，…,)"， 则 由 上 式 得 名 + 如 +… + 名 =0，, 即 6 = 双 =…=é6,=0， 所 以 有 AE =0, 即 


























也 是 方程 Ax =0 的 解 ， 因此 选 (C). 
附注 “本 题 表 明 : 设 4 是 n 阶 实 和 矩阵 ， 则 Ax =0 与 4'"hx =0 是 同 解 方程 组 . 
0 1 0OY/1 OO 0 oY 
(8) 由 于 4 =|1 0 "| 4 0|o 0 | 
0 0 1/\0 0 3 儿 0 1 0 
0 4 0\(1 0 0¥ /0 4 0 
=|1 0 中 0 | 0 | 
0 0 3 人 0 1 0 0 0 3 
A -4 0 
所 以 ，1 AE;, -41 =|-1L1 A 0 |=0( 其 中 互 是 3 阶 单位 矩阵 ) 有 解 和 = -2，2，3. 
0 0 A-3 














从 而 4 的 最 小 特征 值 为 -2， 因 此 选 (B). 














0 1 0 1 0 0 
附注 ”题解 中 ， 如 果 注 意 sal 0 | 0 rem 它们 的 三 次 方 与 四 
0 0 1 0 1 0 
1 0 0 
次 方 分 别 左 乘 、 右 乘 B=|10 4 0 | 表明 ,对 B 施行 三 次 “交换 第 一 、 二 行 ”的 初等 变换 后 ， 
0 0 3 
再 施行 四 次 “交换 第 二 、 三 列 ” 的 初等 变换 ， 则 可 以 很 快 获 解 . 


二 、 填 空 题 
(9) 由 fx) 在 点 x =0 处 连续 知 ， 








1 .ln(ex+sinx) 
a = limf(x) = lim (e” +sin %) mi =e,0, ry (1) 
wa0+ x 0+ 
其 中 ， ie tsinx) J nl+(e tsinx-1)] ie 一 LI+snxz_ (2) 
#0+ ln(1 +xX) x 0+ % + % 


将 式 (2) 代 入 式 (1) 得 a=e. 


附注 (了 工 ) 计 算 二 了 型 未 定式 极限 lm 时 ， 首先 要 对 lim 人 下 进 和 行 化 简 ， 其 中 对 f(x) 


或 g(x) 作 等 价 无 穷 小 代替 是 最 常用 的 ， 也 是 最 有 效 的 化 简 方法 . 





模拟 试题 ( 六 ) 解答 “ 131 . 





(TD) 计算 0，1- ，w' 型 未 定式 极限 lim[A(x) ]%o 时 ， 应 首先 将 函数 指数 化 ， 即 
[f(x) 2 = @s(*) 1) ， 于 是 
el, limg(x)lnf(x) =4， 
lim| f(x) ]59 = el = 40， lime(x)Inf(x) = -oo， 
+%, lime(x)lnf(x) = +%. 

















(10) 由 于 4=0 是 一 的 可 去 间断 点 ,定义 “| ，= lim = 1, 则 | “di 是 积分 
t t=0 t t t 
上 限 函 数 ， 于 是 有 
*sint 
0) = d | =0 
Ao) = | a) =0, 
f'(0) = 一 | =1, 
pi x%=0 


从 而 所 求 的 切线 方程 为 y-f(0) =f'(0)(x-0), 即 y=x. 
附注 ”如果 x =a 是 函数 (x) 的 可 去 间断 点 ， 且 定义 f(a) = limf(%), 则 F(x) = 
| (nD dr 是 积分 上 限 函数 ， 故 有 


Fl(a)=0, F(a)=f(a). 
题解 中 利用 了 上 述 结论 . 














dy 1 
dy di 1+t 1， 
11 一 i 号 
也 由 了 dx 21 PR 
dt 1+r 


的 1 
dy di dx pA + 





dx dx 2 4 
di 1 +r 





附注 计算 由 参数 方程 | 


(ey El) 
dy _dt dx 或 47 - dx 


,表示 的 函数 y=y(*) 的 2 阶 导数 时 ， 必 须 按 公式 





dx dr dr dx 
di 
计算 
0z Oz Ou ] | Ou ] 
12 a 过 和 ) 2 / 
人 FE el Gy 
= f'(2xe’ + we’) + (f! +f;) =/1(2 +%)xe. 


附注 宇 与 大 是 不 同 的 概念 


0z 


Ou ; ; 
一 = 方 一 + 万 , 而 万 = fi. 
Ox Ox 
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同时 2 也 是 不 同 的 概念 . 


中 y -2y' +y =0 的 特征 方程 和 -2A +1=0 有 根 入 =1( 二 重 )， 所 以 yw -2y’ +y=0 
的 通 解 为 Y= (C + Cox )er. 
此 外 ， 记 e*=e*， 则 a=1 是 上 述 特征 ee 所 以 , 多 -27y'+y=e 有 特 解 


y ”= 和 .4e， 将 它 代 入 多 -27 +y=e" 得 4 ， 故 y” -ee 因此 所 求 的 通 解 为 








1 
y=Y+y" =(C, +C,x)e” + er 


附注 ”要 记 住 2 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 及 右 端 函数 为 e* P, (x)， 
e“ [Q(x) :cos Bx +R,(x)sinBx](P,(x)， Q(x) ，R,(x) 人 分别 为 n，1，m 次 多 项 式 ) 或 它们 
的 线性 组 合 的 2 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 应 有 的 特 解 形式 . 

(14) 由 于 A4"=1A1A4.， 








0 0 12 
0 0 11 0 1 2 
其 中 ，141 = =| 0 1 1=- =1， 
1 0 .0.0 1 1 
-1 0 0 
0 -1 0 0 
0 0 1 2 0 1 0” 0 0 1 0 
1， |10 0 11 0 0 -1 0 0 0 -1 
A ”= = 
1 0 00 2 0 0 一 0 0|” 
0 -1 0 0 1 0 0 1 -1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 -1 
从 而 4”= 
-1 2 0 0 
1 -1 0 00 





附注 ”如 果 记 住 以 下 公式 ， 将 能 快捷 地 算出 4 
设 A，B 部 是 n 阶 可 逆 和 矩阵 ， 则 


上 o] {24 0 
0 B) 0 1A1B*) 


| | O a 
B 0) \IB|IA* 0 . 











三 、 解 答题 
(15) | sin % qx = a 
V2 + sin 2x 2. /2+ sin 2x 2 /D+ sin Dx 
1 1 
CS 
;| (sin x — cos x) 


3-(sinx— cosx) 





1 1 
d(si 十 
| (sinx + cos x) 


1] + (sinx+ceosx)’ 
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sin X 一 COS % 


a 一 人 V1 +sin2x) +(C. 
2 B 2 
附注 ”本 题 获 解 的 关键 是 ,把 所 给 的 不 定 积 分 表示 为 两 个 不 定 积分 之 差 , 人 然后 利用 基本 
积分 公式 (a > 0) 
| dx = arcsin— +C 和 | 


2 2 2 
a —%X xX +a 


计算 . 顺便 指出 ,下 列 两 个 不 定 积分 公式 也 是 常用 的 ,应 记 住 (a > 0): 
| Vo — x dx = arcsin 3 Vo -x +C; 














dx =Inlx+ Vx +a |+C 





| + a dx = lz+ VX | Vx +a +C. 


(16) 记 4 = [A dre,B 富 | ew) x, 则 


2 = 3x + g(x) -4， 
g(x) = 4x -f(x) +2B. 
由 此 得 到 


3 ;3 A 
=—x +2x + 了 已 -一 ， 
J 


A 
g(x) = + 2x ee 
在 [0,1] 上 积分 得 


3 


A 
a , 即 了 4 = +B, 
2 2 2 


2 





| Ax) dr = 
1 1 A 
| g(a = 了 +B+, 即 4 =-1, 从 而 B=-3. 
因此 f(x) = 3 二 人 于 由 此 得 到 所 求 图 形 面积 


S -| [f(x) -x | dx = 3) + 2x —5)dx 


-了 
2 2 

附注 ”由 于 y = f(x) -x 的 图 形 如 图 答 6-16 所 示 , 所 
以 





1 
a + x — 5x) 





S = |， [f(x) — x | dx. 
(17) ( 工 ) 由 x。e (0,1) 得 





1 2 
0 <x = —x0 +2x0 =x0(2 x0) < [=(% +2 -0) | SL, 


同 理 可 得 0 <x, <1(z =2，3，…)， 所 以 1x,} 有 上 界 ， 
并 且 由 图 答 ”6-16 
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rl —%, =X (1L1-x%)>0(C=0，1，2，…) 
知 1x, | 单调 增加 ， 因 此 ， 由 数列 极限 存在 准则 知 limx， 存在 ， 记 为 4， 对 于 所 给 的 递 推 式 两 
边 ， 令 n 一 % 取 极 限 得 

4= -42+24， 即 4=1，0( 不 合 题 意 ， 全 去) ， 


多 





由 此 得 到 limx =1. 
( 1) 将 east-D) -e™"-! 中 的 x = 改 为 x， 考虑 困 数 em* 三 
由 于 x 一 0 时 ， Bn Ee =e"(e™** -1) ~ sin Xx 


1 1 
= to ) -= to )~ eg 
i ; 名 ep 
所 以 ， 由” -1 一 0(n 一 o ) 知 ， 当 1 一 o 时 ，e -em ' 的 等 价 无 穷 小 为 -6 三 工 ) 





附注 ”由 递 推 式 确定 的 数列 |x, | 的 极限 ， 往 往 利用 以 下 的 数列 极限 存在 准则 计算 : 
如 果 ， 数 列 | x, | 是 单调 不 减 有 上 界 或 单调 不 增 有 下 界 ， 则 极限 limz, 存在 
(18) 记 f(x) =2sinx+tanx-3x， 则 


f'(x) =2c0s x+sec x -3=tanx -2(1-cosx) 


2 
区 T 
>tanx -2 ， 量 =tanx -x >0, e (0, -| 


即 风 在 0， 三 内 单 调 境 加 所 以 ,对 xs| 0, 三 肝 
f(x) > limf(x) =0， 
Eh 2sin + ton # >34 (x (0, | 
附注 ”要 证 明 函 数 不 等 式 f(x) >g(x) (xe (a, 5)) (其 中 f(x) 与 a(x) 在 (a, 5) 内 可 
导 ) ， 总 是 按 以 下 步骤 进行 : 
( 工 ) 作 辅 助 函 数 p(x) =f(x) -g(x%); 
(本 ) 计算 p'(x). 
如 果 g'(x) >0(xe (a, 5)), 且 lime(x) =A 宇 0， 则 有 
p(x) >0, Bf(x) >g(x) (xe (a, 5)). 
如 果 g'(x) <0(xe (a, 56)),， 且 lime(x) = 有 8=E=0， 则 有 
p(x) >0, Bf(x) >g(x) (xe (a, 5)). 
<0， Qa<X<Xo, 
如 果 g'(x)43 =0，x=xo， 且 g(xo)=C>0， 则 有 
>0， xo <x <b, 
p(x) >0, Bf(x) >g(x) (xe (a, 5)). 


0 
0 


(19) 由 守 =24[142( 避 +)] ,一 2142(Y + 六] 知 ， 方程 组 | pe 


= 
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0,， y=0， 所 以 在 D 的 内 部 无 可 能 极 值 点 . 
D 的 边界 由 三 部 分 组 成 1 : x+y=1(0<x<1), 了: y=0(0<x<1), 人: x=0(0<y= 
1). 
记 fi(x)=u | I =x + (1-x) +[x + (1 -x)’]’ 
=2x -2x +1 + (2x -2x +1)’, 


<0，0<x< 一 ， 


is 


则 fr(x) = (4x -2)[1+2(2x2 -2x+1)]1=0, “= 


| 
>0， 一 <Xx<1， 
2 





所 以 ,在 1 上 的 最 大 值 为 4(0, 1) =u(1, 0) =2， 最 小 值 为 4|[ 当 ,二 ]= 闻 


记 户 (xz) =w | =x+x， 它 在 (0，1) 内 单调 增加 ， 所 以 在 了 上 的 最 大 值 为 (1, 0) 
=2， 最 小 值 为 (0, 0) =0. 

同样 可 得 在 亚 上 的 最 大 值 为 wx(0，1) =2， 最 小 值 为 (0, 0) =0.， 于 是 uw 在 D 的 边界 
上 的 最 大 值 为 2， 最 小 值 为 0， 它 们 即 分 别 为 w 在 D 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 

附注 ”二 元 连续 函数 /(x,，y) 在 有 界 闭 区 域 D( 它 的 边界 为 C) 上 必 有 最 大 值 与 最 小 值 ， 
它们 可 按 以 下 步骤 计算 . 

( 工 ) 计算 f(x, y) 在 D 的 内 部 的 所 有 可 能 极 值 点 ， 记 为 

(x;, Y;) (i=1, 2, *…, n). 

( 卫 ) 计算 f(x, y) 在 C 上 的 最 大 值 与 最 小 值 ， 分别 记 为 Mi 与 mi， 则 fx, y) 在 D 上 的 
最 大 值 为 max fw， )， AK%wz， 7;)，…， fA(%,，y,)，Mi|， 最 小 值 为 mn yi)，…， 
xz ， yy)，m 这 里 与 m, 有 两 种 计算 方法 : 

方法 一 ”将 C 的 方程 代入 f(x, y), 记 gp(x) =f(x,y) |c(asx<b)， 然后 按 一 元 函数 
最 值 计算 方法 计算 g(x) 在 [a, 5] 上 的 最 值 ， 由 此 得 到 M 与 mi. 

方法 二 设 C 的 方程 为 c(x,，y) =0， 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 ， 计 算 f(x,，y) 在 约束 条 件 
c(x,，y) =0 下 的 最 值 ， 即 可 得 到 1 与 mi. 
(1 ~-cosit)[i-ln(l +tan 1)] 加 


lim 
2 i—0 








(20) 由 于 lim 


| —cost t-ln(l +tan | 
1 i 


1.. t-ln(l +tant) 








所 以 ，y(0) =y'(0) =0. 

令 p=y’， 则 所 给 微分 方程 成 为 
dp 
dy 


P=-(p +1), 即 一 dp = -dy, 
p +l 
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1 
所 以 ， Fl+p) = -y+C1, 将 p|,.。=0 代 入 得 C, =0， 因 此 


= 


1 
pi +p)=—-y, 即 1+p’=e 





从 而 p= 主 Ve ”1, 即 二 土 dx ， 它 的 通 解 为 


e ”一 1 
arcsin el = +xX+C. 
将 y(0) =0 代入 上 式 得 C -了 了 ， 所 以 有 


TT T 
arcsin @” = RN 即 y= heoa| 0<， a 

















附注 y+(y’)*+1=0 是 可 降 阶 的 2 阶 微分 方程 ， 7 
由 于 在 其 中 不 出 现 x， 所 以 令 p =y’， 并 将 y 看 做 自 变 po -x 
量 | 此 By 旦 | 进行 降 阶 

(21) D 如 图 答 6-21 所 示 ， 显然 它 关于 直线 y =x 对 一 x 


称 ， 在 对 称 点 (x*，y) 与 (7，x) 处 
af(x) + f(y) f(y) + 
Pg) J ey ee 
的 值 互 为 相反 数 ， 所 以 
jl ©) + 7) of) + A gg -na 图 答 621 
J ey MO Ef 


Kx) + 9) af) + fr) 
有 
| ) + f(y) re + f(x) 


= 3 + BAC%) ofl%) + L(Y) Jao 
Ay) +tfx) f(x) +f(7) 


= ao = 全 .4]4o( 由 于 D 关 于 * 轴 和 y 轴 都 对称 ,所 以 Jao = 4]4o ,其 























中 疡 是 D 的 第 一 象限 部 分 ) 
=2(a+6b) 2act 由 于 六 关于 直线 y = x 对 称 ,所 以 jao = 2 ao, 其 中 D! 是 D 
位 于 直线 y = * 上 方 的 部 分 ) 











_ 极 坐标 A 1 
a dr 24446) | ~ | dg 
(a + 人 rdr = 4(a + FE | 
Ey 2 1 
= | dg = 8(a+b)) — dtiano0 
上 二 in20 站 sec20 + tan20 


T 


= 4(a :DE > oe 0) =4w(a +6) :arctan(v2tan 0) 


4 
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TT 
= 4V2(a 证 b) (z 一 arctan 7 | 。 
附注 ”利用 积分 区 域 的 对 称 性 是 化 简 二 重 积 分 计算 的 重要 手段 对 于 二 重 积 4 
rx,y) a0, 当 积分 区 域 D 具有 某 种 对 称 性 时 ,如 果 在 对 称 点 处 f(x,y) 的 值 互 为 相反 数 , 则 





jx,y)qo = 0; 如 果 在 对 称 点 处 Kx,y) 的 值 彼此 相等 , 则 (x,y) qo =2](x,y) do( 其 中 


是 D 按 其 所 具有 的 对 称 性 划分 成 的 两 部 分 之 一 ). 
(22) 由 于 mw ，% ，a3 不 能 由 B,，B,， PB; 线性 表示 ， 所 以 矩阵 方程 
(Bi, B,, BX= (a, ®, @,) 
无 解 ， 从 而 
rB Bs, By :a, ®, @) >r(B, B,, Bb;). 


1 13i:1 05 
hr pte | | 
1 3 bia 1 5 
b 


a 

初等 行 变 | 

一 DTF 间 ”| 0 1 1 : -1 1 3-6b 
2 5b-3ia-l1 1 5-6 


1 1 3 3 0 b 
| i E0 本 可 
人 
所 以 ,b=5 时 ， r(Bi, Bs;, By :a, @, @) =3 >2=7r(B,, B,, Bb;), 即 此 时 @&， 2 ，03 
不 能 由 B,， PB,，B; 线性 表示 . 
由 于 B1, PB;, B; 可 由 @ ，a +Q@,，Q@ + + 线性 表示 ， 所 以 和 矩阵 方程 
(ai ， Qt+to,, A 二 0 +@)Y=(B,, pbB,, Bb;) 
有 解 ， 从 而 
r(@, oa to, to tas :Bi, B;,, B;) =ra，a+do，a + +a3). 
将 b=5 代入 得 
i 国生 
(ms ato, otota iB,B,B)=I0 1 4 124 


a a+l a+6i:1 3 5 


Lt © 1 1 3 
初等 行 变换 
(以 下 同 ) -0 . . 
0 1 6-5ail-a 3-a 5-3u 
11 6 :1 1 3 
-01 4 :1 2 4 


0 0 2-54:-a 1-a 1-3a 
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2 
所 以 ， a 时 ， ra a te, ai++ :Bi, B,, By) =r(@, Qi tao,, Q +o, + ) 


(=3)， 即 此 时 , B,, B,, PB; 可 由 @，@ +@,，Q + +@; 线性 表示 . 
附注 ”题解 中 有 两 点 值得 注意 : 
( 工 ) 矩 阵 方程 AX =B 有 人 解 的 充分 必要 条 件 是 
r(4 | 已 ) =r(4)， 








而 无 解 的 充分 必要 条 件 是 
r(A | we 
( 开 ) 设 有 两 个 nn 维 向 量 组 (A): mw ， … ，(B) B,，B,，…，B.， 则 向 量 组 (A) 
可 由 向 量 组 (B) 线 性 表示 ， 且 表示 式 唯 一 的 这 分 必要 条 件 是 矩阵 方程 
(Bi, Bs, *…, BOX=(@, @, *…, 0,) (1) 


有 唯一 解 ， 向 量 组 (A) 可 由 向 量 组 (B) 线性 表示 ， 但 表示 式 不 唯一 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 方 
SD 向 量 组 (A) 不 可 由 向 量 组 (B) 线 性 表示 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 方程 (1) 无 
解 . 








(23) 由 fx,，x,，z; ) 在 正 交 变换 x = Qy 下 的 标准 形 为 yi +y; --y3 知 ，A 有 特征 值 A, = 








A, =1, A, ， 且 对 应 于 A; = -1 的 打 # 征 向 最 为 w =| 史 0， 
设 对 应 于 A =A, =1 的 特征 向 量 为 a = (a,，a,，a;)'， 则 由 A 是 实 对 称 和 矩阵 知 ，e 与 
o 正 交 ， 即 





ai 十 03 =0. 
它 的 基础 解 系 为 w =(0, 1, 0) 及 m =(-1, 0, 1)'， 它们 可 取 为 4 的 对 应 于 A, =A,=1 
的 特征 向 量 . w ，@,，@; 是 正 交 向 量 组 ， 现 将 它们 单位 化 : 


61 =a =(0， 1， 0) ， 
5 人-| -元 0， | 
el V2 V2 


1 1Y 
=@, -| 一, 0, 一 
6;3 = Qs 局 加 3 
它们 是 4 的 分 别 对 应 于 特征 值 1，1，-1 的 特征 向 量 . 
由 此 可 知 ，4 的 特征 值 为 























本 
A > 人， 人 3 
它们 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 页 , 名, 抽 ， 记 Q@= (而 ,名 ,名 )( 正 交 和 矩阵 ) ， 则 
= 
0'4'Q= -1 
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-1 
| =1 2 
1 
i 0 1 0 
2 .二 
=|1 0 0 -1 2 2 
站 二 
2 1 V2 V2 
二 下放 0 1 0 
2 Lo 01 
=| -1 0 0 V2 V2|=|I0 -1 0|. 
-二 了 Ly : 0 | 
2 2 V2 


附注 ”题解 中 有 两 点 值得 注意 : 





[al 





FE 向 量 &， 则 4 7” 有 特 生 





FE 值 A 及 对 应 的 特 行 





( 工 ) 设 4 是 ” 阶 可 逆 矩 阵 ， 有 特 生 





对 应 的 特征 问 量 &. 


( 卫 ) 设 4 是 可 道 实 对 称 矩 了 泗 ， 正 交 和 矩阵 8 使 它 正 交 相似 对 角 化 ， 则 @ 也 使 4 ( 实 对 


称 矩 阵 ) 正 交 相 似 对 角 化 . 
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(1) 由 于 y = sin xcos 2x = (sin 3x - sin x) ,所 以 


(5) 


1 人 TT TT 
y= a sin (3 +5x 7 sin (a +5x zj 


一 (35cos3x — cos x). 


因此 选 (A). 
附注 ”应 记 住 以 下 公式 : 


[sin(ax +5)]'” = esin ws +b+tn: 


[cos(ax +6)]1'” = weos| mw +b+n 


(2) 由 于 max|e™,e'| 


| 


_ 区 
8 ， t 三 0， 


ed， x < 0， 
天 (%) = | maxle ed = | 


[erdt, x 三 0 
0 


_ | -e”,x <0, 
e -1,x 三 0. 


因此 选 (A). 


附注 ”同样 可 以 计算 | minle ,ed ,具体 如 下 : 


上 minle™,e'l dt = 0 1 


到 x 三 0 
0 x —x 
| edi + | edi， x>0 kt 


0 
(3) 由 于 esinx = esin Bix,e “cos 2x = ecos Bx 中 的 


ac+ipb=-1+ia+ipb =-1+2i 
都 不 是 内 +2y' +y = 0 的 特 和 


F 方 程 之 根 , 所 以 所 给 微分 方程 应 有 的 特 解 形式 为 
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e “(Aicosx +Bisinx + A,cos 2x + B,sin 2x). 

因此 选 (B). 

附注 ”2 阶 常 系数 线性 微分 方程 

PO 0 ey 

(这 里 P(x) ,0,(x) 分 别 是 1 与 m 次 多 项 式 ) 应 具有 的 特 解 形式 为 : 

当 a+iB 不 是 y+ py + gy = 0 的 特征 方程 之 根 时 ,应 具有 的 特 解 形 式 为 y”= 
e“[RO (x)cos Bx + R(x)sin Bx]; 

当 a+iB6 是 y+py + gy = 0 的 特征 方程 之 根 时 , 应 具有 的 特 解 形式 为 y”= 
ex[ R‘V (x)cos Bx + RY (x)sin Bx]. 

以 上 的 RY (x) 与 R(x) 都 是 n = max|l1,m) 次 多 项 式 . 

(4) 由 题 设 知 











Hin -大 = 本 4 0 


于 是 由 洛 必 达 法 则 得 





CO Ca 
0 32” 

从 而 lim[/ (xz) + 大 (-x)] =0, 即 4'(0) = 0, 所 以 x = 0 是 f(x) 的 驻 点 . 

但 是 (0,f(0)) 未 必 是 曲线 的 拐点 , 故 选 (D). 

附注 ” 记 fi(x) = cos x +x ,p(x) = wcos ,它们 在 点 x = 0 的 邻 域内 都 有 2 阶 连续 导 
数 , 量 f(x) -ff(-x) =2 px) -fp(-x) = 2x cos x 部 在 x 一 0 时 是 x 的 3 阶 无 穷 小 ,但 
是 由 fr(0) = -1 关 0 知 (0,f.(0)) 不 是 曲线 y = f(x) 的 拐点 ;由 f(x) = 6xcos x -6x sinx 

<0, x<0, 

一 xicos x4 = 0，x =0,( 在 点 x = 0 的 某 个 邻 域内 ) 知 ,(0,(0)) 是 曲线 y = 户 (x) 的 拐点 . 


>0, x>0 


(5) 当 | 三) dr 收敛 时 ,有 
[fda = fdr fd = A-Dda+t| AD 
= | ADd + 人 /Da = 0. 

















因此 选 (C). 
附注 ” 当 /(x) 在 (- % ,+ %) 上 连续 , 且 | (x)ds 收敛 时 ,有 
m 0， f(x) 是 奇 函 数 ， 
|i br f(x) 是 偶 函 数 


1 多 和 i 
网 +7)| 





C6) 身手 一 2 


a = (+) 0 = 0,0) (C7) 一 (0.0))， 
xX +y)? xX +y)? 
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所 以 f(x,y) 在 点 (0,0) 处 连续 . 此 外 ,由 于 














im 0 -0,0) -0 jm/ 0 -A0,0) -0 
x—0 x 7 一:0 y 
所 以 ,f(x,y) 在 点 (0,0) 处 的 两 个 偏 导数 都 存在 ,因此 选 (D). 
附注 “f(x,y) 在 点 (0,0) 处 不 可 微 ,证 明 如 下 : 
by —-f(0,0) -万 (0,0)x -fH(0,0 Xv 
是 芭 f(x,y) A(0,0) -大 (0.0) MA La 
(t+) (x 十 太 ) 
且 人 
(x,7)—>(0,0) (x? 六 y)? z=0 4x4 4 (一 (0.0) (和 + y)? x0 x4 
沿 直线 y =x 沿 直线 y =0 
x,y) -成 0,0) -fH'(0,0)x -fF'(0,0 
所 以 ， im 一 户 加 中 冰 不 存在 ,从 而 所 4,y) 在 点 (0.0) 处 不 
x,y)—(0,0 (x + )7 
可 微 . 


(7) 由 ,8 ,7 线性 无 关 知 w,B 线性 无 关 , 从 而 由 a,B,6 线性 相关 知 ,6 可 由 ,8 线性 表 
示 , 故 5 可 由 w,B8,7y 线 性 表示 . 因此 选 (B). 

附注 “关于 向 量 组 线性 相关 性 的 以 下 结论 应 记 住 : 

( 工 ) 设 向 量 组 (A) :ai ,@,,… ,aQ,. 

如 果 (A) 线性 无 关 , 则 它 的 任 一 部 分 组 都 线性 无 关 ; 

如 果 (A) 的 某 一 部 分 组 线性 相关 , 则 (A) 线性 相关 . 

( 工 ) 设 向 量 组 (B) ;@&,@,…,@, ,PP. 

如 果 (B) 线性 相关 , 则 至 少 存在 一 个 向 量 可 用 其 余 向 量 线性 表示 ; 

如 果 (B) 线性 相关 ,但 w ,@,,…,@, 线性 无 关 , 则 B 可 由 ai ,a ,……,a, 线性 表示 , 且 表 示 式 
是 唯一 的 . 

(8) 由 于 A'hx = 0 与 4x = 0 是 同 解 方程 组 ,所 以 志 ,和 必 是 424x = 0 的 基础 解 系 , 即 
@) 正确 . 


由 于 Ax -= 0 与 Bx = 0 都 有 基础 解 系 上 ,二 ,所 以 上 二 也 是 [人 - 0 的 基础 解 系 , 即 @ 


正确 . 
因此 选 (B). 


附注 1 未必 是 (A+B)x = 0 的 基础 解 系 ,例如 [， ok = 0 与 (- 0 = 0 有 相 

















同 的 基础 解 系 (0,1)”, 但 它 不 是 [+ [二 “jj = 8 的 基础 解 系 ,所 以 (A) (D) 都 不 
1 
所 ,6 也 未 必 是 Bx = 0 的 基础 解 系 . 例如 0 ”|x =0 有 基础 解 系 (0,1,0) ,(0,0， 
0 








vena| 0 x = 0 的 基础 解 系 , 这 是 因为 
0 





" 8 
0 是 零 矩 阵 , 故 
0 
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, 
| 0 x = 0 无 基础 解 系 . 
0 


二 、 填空 题 
(9) 所 给 微分 方程 wy' + y +xe* = 0 可 以 改写 成 


它 的 通 解 为 
y = ela(c = [erelarax ) = (C= [ax) = 
将 y(1) = 0 代入 得 C = 1 所 以 y(x) = er(1 -x) ,从 而 由 


a = lim = (号 ,= 1, 


x >% Kk 








ex 一 


1 ©*—1] 
= lim(y - ax) = lim[ e* (1 —x) +x] = | 1 | 0 
区 


Sn 


得 曲线 y = y(x) 的 斜 渐 近 线 方程 为 y = - 世 
附注 ”计算 曲线 y = f(x) 的 斜 渐 近 线 方程 时 ,总 是 先 计算 


人 


如 果 这 两 个 极限 中 至 少 有 一 个 不 存在 , 则 计算 
= lim AO 和 b = lim As) -ax] 


Q1 三 


AT 十 oO 


lim fg bs = lim [f(x) - aox]. 


一 0 


Q, 二 





机 5 5 
00 [va = 人 (人 - (> -二 ] u 
0 0 2 2 
令 5=x -过 a 7 
i J -i 
z 2 2 





附注 ”题解 中 ， 下 (2 eg = (2 是 根据 定 积 ! 分 的 几何 意义 直接 得 到 的 . 


Ci Hib 风 中 sin 1) 村 ) 
i»0 ft 
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sin 


























"144.: 
2 mt 0) -/(0, 0) rlim] sin a -/(0, 0) . 
0 2 i>0 sint t 
Me ee 

Kh, jig 9) -Ko 0) ro, 0) -1 

im[ 关 c: sin -A 0) . 站 了] pad sin ) -/(0, 0) - 疡 (0， 人 

全 ”0 sin 全 0 sint 

ft ) -00, 0) _ bho, 0) + 万 (0, 0) t+o( |t|) 

1t i0 1t 
(利用 f(x, yy) 在 点 (0,0) 处 可 微 ) 





=f'(0, 0) +f’'(0, 0) = 
2xl+(-1)-2x0=1 


所 以 ,将 它们 代入 式 (1 ) 得 
RAC 0) +f(0, sint) -2f(t, 1) 
一 0 i 
附注 ”由 于 f(x,，y) 仅 在 点 (0，0) 处 可 微 ， 所 以 需 用 偏 导 数 与 全 微分 的 定义 计算 本 题 中 





的 极限 . 


由 于 /f(x,y) 在 点 (0, 0) 处 可 微 ， 所 以 有 
flx, y) -A(0, 0) =fr(0, 0)x+f’(0, 0)y+o( Vx +Y ), 


特别 当 x =y =! 时 ， 上 式 成 为 
fi, 0) -HO, 0) =[RC, 0) +P(0, 0) Jt+ol 11) 
计算 lim 站 全 名 一 人 09， 时 就 利用 了 上 式 





(12) | qo| ， reos 0,rsin 0)rdr = f(y) do 


< <10<0<T| 
2 














其 中 ,D = r， 一 
( cos0O+sing 
= 第 一 象限 内 由 直线 x + y = 1 和 圆 x* + y = 1 围 成 的 区 域 
[x,y) 1-x<y< VI-x,0<x<1). 
a do flrcos 0,rsin 0)rdr = fa) hg y) dy. 
本 题 是 分 两 步 守成 的 : 
二 次 积分 转换 成 直角 坐标 系 中 的 二 重 积 分 ， 此 时 被 积 函 数 


附注 
首先 ， 将 所 给 的 极 坐 标 系 中 的 
积分 区 域 为 D. 

导 到 的 二 重 积 分 转换 成 先 y 后 x 的 二 次 和 


为 Jwy 7)， 
然后 ， 将 所 得 
(13) 所 给 微分 方程 可 改写 成 
(x dy +2xydx) -dy-cosxdx=0， 即 d(xy-y=-sinx) = 
1， 因 此 所 求 的 特 解 为 


. 将 y(0) =1 代 入 得 C=- 











所 以 xy 一 yginw= 
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xy -ysnx= 一 1. 
附注 ”对 于 微分 方程 P(x, y)dx +O(x，y)dy =0， 有 时 可 以 将 左边 的 表达 式 适 当 改 写 
后 姿 成 某 个 二 元 函数 wx(x*，7y) 的 全 微分 而 求 得 通 解 vx(x，y) = C， 这 是 求解 上 述 类 型 微分 方 
程 的 常用 方法 之 一 ， 这 样 往往 比较 快捷 . 
本 题 也 可 按 以 下 方法 求解 : 
将 所 给 微分 方程 改写 成 
dy 2x _ cosw% 
十 
dx x = 














a 线性 微分 方程 ) ， 
则 它 的 通 解 为 





2x 2x 
y = Sab 革 ek 





1 1 
3 a i 


b 二 Wa 


将 y(0) =1 代入 得 C= -1， 所 以 所 求 特 解 为 





1 
y= Be 


(14) 由 7r(4) +r(B) -3<r(4B) 得 r(4)<2,， 所 以 
1 0 -1l 1] 0 -1l 
I4|=I2 A 1|=|I0 A 3|1=2(A-3) =0， 
1 2 1 0 2 2 
由 此 得 到 和 =3. 
附注 ”应 记 住 关于 和 矩阵 的 以 下 两 个 不 等 式 : 
( 工 ) 设 A,B 都 是 mxn 和 矩阵 ， 则 
r(A+B)=<r(A) +r(B). 
( 工 ) 设 A4,，B 分 别 是 mxn 和 nn xl 和 矩阵 ， 则 
r(4) +r(B) -nr(AB) <min|r(A), rr(B)|. 








三 、 解 答题 
1 1 
e*arctan— 
(15) 由 于 limg(x) =lim 一 =0， 
YX 一 oO 一 MX 一 0 一 一 
1] +er 
工 1 1 1 
e*arctan -一 e *arctan— 
和 和 
lim g(x) = lim 一 一 一 一 = ln 一 一 一 一 一 =0， 
MX 一 0 十 MX 一 0 十 1 +ex MX 一 0 十 © +1] 
所 以 limg(x) =0， 此 外 ,由 
| 4 
limflx ] 四 jm 
0-X — arctanx a0-X — arctanx 
洛 必 达 法 见 4 和 
2 = = -4 limx(1 +x’) =0， 
“1 X 一 0 一 
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一 区 1 2 一 并 1 2 
e “+ 一 X +XY 一 1 e “+—x +X 一 1 
limf(x) = lim =6 lim 
X 一 0 十 X 一 0 十 入 x—0+ 
Vxsin 一 Xe” 
6 
洛 必 达 法 则 _4 1 +X 一 1 _0 
0+ x 
得 limf(*) =0， 于 是 
村 week 。 加 
limf(g(%) ) Eimf(u) =0. 


附注 ”本题 实 际 上 是 利用 复合 函数 的 极限 运算 法 则 计算 的 . 

设 x—x60 时 , w=g(x) 一 ww， 且 uw 时, f(u) 一 4， 则 
了 Rs) =4. 

(16) y(0) =1， 此 外 ,由 


ge +2z| yy (D a -2[ yD)d 
得 y=1+2f yy (Dd =1+7 -7(0) =y, 
,d/l 1 网 ee 1 
所 以 ,二 )- -从 而 一 = 一 x*+ .将 y0) = 1 代 人 得 C = 1 因此 y= 一, 从 而 


1 
We 
了 (1 Ey 


附注 计算 (x 一 中 y(W)y'(W) di 关于 的 导数 时 ， 必须 首先 将 被 积 函 数 中 的 x 移 到 积 
号 外 ， 故 将 它 改写 成 
«| yr Da fiy Dy) de 


(17) 由 于 曲线 y=f(x) 与 曲率 圆 x* +y =2 在 点 (1,，1) 处 有 相同 的 切线 ， 从 而 f'(1) = 
y'(1) = -1( 曲 率 圆 x*+y =2 在 点 (1，1) 处 的 切线 斜率 为 y'(1) = -1). 

此 外 ， 曲 线 y=f(x) 与 曲率 圆 w* +y =2 在 点 (1，1) 处 有 相同 的 丫 凸 性 ,而 w+y =2 在 
点 (1，1) 处 是 凸 的 ， 从 而 六 (1) <0， 由 于 f"(x) 不 变 号 ， 所 以 在 (1, 2) 内 f”(x) <0， 即 
了 (x) 单调 减少 ， 故 f(x) <f (1) = -1<0(xe (1, 2))， 从 而 f(x) 在 (1，2) 内 无 极 值 点 . 

由 f(1)=1, 

f(2) =f(1) +[LK2) -A(1)] =1+/'(é)( 其 中 ée(1, 2)) 
<1+f'(1) =0( 利 用 式 (1)) 

知 ,，f(1)f(2) <0， 并 且 上 面 已 证 f(x) <0(xe (1, 2))， 所 以 f(x) 在 (1，2) 内 有 了 唯一 老 
点 

附注 曲率 圆 定义 如 下 : 

设 函 数 y=f(x) 在 点 x 处 2 阶 可 导 ， 则 当 曲 线 y =f(x) 在 点 (xo。，yo) (其 中 y=f(xo)) 处 


的 曲率 Kz0 时 ， 称 以 点 也 为 圆心 、R = 二 为 半径 的 贺 为 该 曲线 在 点 (xm，yo) 处 的 曲率 贺 ， 
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其 中 点 DD 位 于 该 曲线 在 点 (x。，yo) 处 的 法 线 ( 在 四 的 一 侧 ) 上 ， 与 点 (xo ，yo ) 的 距离 为 民 . 
曲率 圆 与 曲线 y=f(x) 在 点 (x。，y。) 处 有 相同 的 切线 及 四 是 性 . 


(18) 记 f(x) Eg 则 了 (x) 在 (e，e ) 内 可 导 且 


21In x 4 2(1 -lnx 
Pe 
多 e 4 


所 以 了 '(x) 在 (e，e ) 内 单调 减少 , 故 有 f'(x) >f'(e*) =0,， 即 f(x) 在 (e,，e ) 内 单调 增加 ， 
由 此 得 到 ,对 (a, 5)C(e, e) 有 f(a) <f(5),， 即 ee 

附注 ( 了) 将 欲 证 不 等 式 中 的 4 改 为 x， 使 证 明文 字 不 等 式 问 题 转 化 为 证 明 函 数 不 等 式 
问题 (可 采用 导数 方法 证 明 这 个 函数 不 等 式 ) ， 是 证 明文 字 不 等 式 的 常用 方法 之 一 . 

( 工 ) 本 题 也 可 用 柯 西 中 值 定理 证 明 ， 具 体 如 下 : 

记 g(x) =ln x，G(x) =x， 则 它们 在 [a，5] 上 满足 柯 西 中 值 定理 的 条 件 ， 所 以 存在 & e 
(a, 5b) ， 使 得 








8(b) -8(a) EC) lb-lna_2né 4 




















G(b) - Cla) 6'(é) b-a 有 ee 
人 
玉生 | 了 





和 全 4 
lInb-lna > —(b -a)(e <a<b<e). 
e 


(19) D 如 图 答 7-19 的 阴影 部 分 所 示 ， 所 以 
j 汉 mL V4 -x)* (V2x x) |]dx 


2 
= | (4 -2x) dr = 4T， 
0 


2 2 
=27([ V4 -x < -| > V2x — x *)， 








2 1 2 3 2 8 
其 中 , | % V4 -dx =- 二 (4 一人 2)3 = 
0 3 0 3 
2 2 
| x Vir ede = [x VI (x -1)7dx 
pe 1 
人 V1 -td 
' TT 
= ,Vi-Pd = 工 
8 T 16 x 
上 V=2 下 过 一 一 二 人 





附注 应 记 住 以 下 公式 : 


" 148 2016 考研 数学 ( 二) 名师 精 选 





设 有 (x)， (x) 痢 是 连续 函数 , 且 0<fi(x)<f(x)(0<asx<06), 记 D=|(x, 7y)10 
<a<x<b,f (x) yf(x)|, NM 
D 绕 % 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 体积 


= ml xD f(x) Jd 
DD 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 体积 
内 = 2 Lf) -f(x) Jdr. 
(20) 由 题 设 知 g(1) =g'(1) =g”(1) =0， 所 以 由 
= fayy8(#)) y+f (yy8(#)) «ye'(s) 
























































得 92z _d (¥ ] 
dx? :dx Ox | 7y=1) >-1 
-is go ) ra so) | 
= {fu(x, g(x)) +fu(x, g(X)) 8 (xX) 十 
[fu(x, g(x)) +fu(x, g(x))g (x) 8 (x) +f (x, g(x))e" (x)| 
=fa(1, 0)=1. 
同样 可 得 
O07z d/o9z d 
OxXO0Y La | | y= = yf,0)9] 网 
=[f2(y,0)y +f47,0)] | =f201,0) +f1(1,0) =2. 
附注 注意， 题解 中 利用 
90?z d (oz O07z d (oz 
ox? , 司 -人 ) «=1 Ox0y 1*i -人 a y=1 
进行 计算 ， 比 较 快 捷 . 
(21) 微分 方程 y+ay=2+cosx (1) 
对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 为 
yY +ay=0. (2) 


当 a=0 时, 式 (1) 成 为 y=2+cosu， 所 以 ， 它 的 通 解 为 y=x? -cosx +Alx+4. 
当 a=1 时 , 式 (2) 的 特征 方程 根 为 r= +i， 所 以 式 (2 ) 的 通 解 为 = Bicos x + B,sinx， 
且 式 (1) 有 特 解 y =a, +x(bicos x +b,sin x)， 将 它 代入 式 (1)( 此 时 a=1) 得 


—2b .sin x +2b,cos x 二 Qi =2 +cos x. 














al =2， 
由 此 得 到 | -25 =0, 即 w =2，5 =0， b= 地， 所 以 产 -2 + sin x， 从 而 此 时 式 (1) 的 通 
2b, =1, 





解 为 
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1 
y=Y,+y;, = Bcosx+Bsinx+2+ mn bp 





当 ae (0, 1)U(1，+%) 时 , 式 (2) 的 特征 方程 的 根 为 r-= 上 wyai， 所 以 式 (2) 的 通 解 为 
Y=Cicos Vax+C,sin Vax， 且 式 (1) 有 特 解 y; =al +bicos x +b,sin x， 将 它 代 入 式 (1) 得 


adj + (a—-1)bicosx+(a—-1)bsinx = 2 + cosx. 





QQ =2， 
由 此 得 到 1(a -1)b, =1, 即 a = 二 ， bh =， 人 eos x， 从 而 此 时 
a a— a 二 
(a -1)0 =0， 
式 (1) 的 通 解 为 








2 1 
y=Y+y = CcosvVax +C,sinVax+—+ 
a au 一 


COS X。 
1 

上 述 的 4,，4;，B, ，B,，C, ，C, 都 是 任意 常数 . 

附注 ”要 熟练 掌握 2 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 "+py’' +9y =0 的 通 解 的 计算 和 二 阶 和 常 
系数 非 齐 次 线性 微分 方程 ”+py’ +qy =f(x) (其 中 f(x) 为 eR,(%) 或 ew [P(x)cos Bx + 


0Q。(%*) sin Bx] 或 它们 的 线性 组 合 ，R,(x) ，P(x)，Q,(*) 分 别 是 n, 1 及 m 次 多 项 式 ) 的 特 解 
的 计算 . 


(22) (了 工 ) 设 x=(%i，%,，%3) ， 则 所 给 方程 组 








(al -oO, QO +a, -0 +aQ, +Q)X=0,, 
成 为 XQ 0) to (QO +a3) + 一 ai +a +Q;) =a +a +20,, 
即 (XI —X3)Q + -XI + az)a + (x + )a3s = + +20. 
0 — xs=1, 
于 是 由 aq ，@, ，@ 线性 无 关 得 ; -= +x, +ax3 =1, 即 
Mo + Xa =2， 


1 0 -1 1 
区 1 -| (1) 
0 1 1 2 


对 式 (1) 的 增 广 矩阵 4 施行 初等 行 变换 ， 


10 -1i1 10 -1i:1 1 0 -113;1 
-11 alc-li2hhio 0 a-2i0 (2) 
0 1 和 0 1 1 i2 0 1 1 :2 


当 所 给 方程 组 有 无 穷 多 解 时 ，r(4) =r(4) <3( 其 中 4 是 式 (1) 的 系数 矩阵 )， 所 以 由 式 (2) 
得 c-2=0， 即 c =2. 


(I) 当 4=2 时, 式 (1)， 即 所 给 方程 组 与 
Xi -% = 1, 
| (3) 


MX +%X3 = 2 


>| 











同 解 ， 它 对 应 的 导出 组 的 通 解 为 CC(1，-1，1)7， 且 式 (3) 有 特 解 (1，2，0)7， 所 以 式 (3) ， 
即 所 给 方程 组 的 通 解 为 
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xz = C(1, -1,1)7+(1,2,0)7( 其 中 C 是 任意 常数 ). 
附注 “本 题 ( 了 ) 获 解 的 关键 是 根据 w ，o ，w 线性 无 关 ， 将 所 给 方程 组 化 简 为 方程 组 
(1). 























(23) ( 工 ) 由 
和 过 证 ”会 2 0 
1ABE -4I=| -8 A-2 0 |1=(A+2)(A-6) 
0 -a A-6 
知 4 有 特征 值 A = -2，6( 二 重 ) ， 所 以 4 可 相似 对 角 化 ， 必 须 满 足 
r(6E, - A) =3 -2 =1， (1) 
4 -2 0) 4 -2 0 
tn | PY | 因此 满足 式 (1) 的 a=0， 即 当 A 
0 -a 0 0 -a 0 
可 相似 对 角 化 时 ，a =0. 
2 2 0 
soon a 2 ,| 所 以 
0 0 6 
Ka) = x Ax =2xl1+10xix +2x3 +6x3 
2 5 0 
-中 2 中 
0 0 6 
2 5 0 
sa- 2 0 |( 实 对 称 矩 阵 ) ， 则 
0 0 6 
A=2 =5 0 
IAE;-BlIl= -5 A-2 0 =(A+3)(A-6)(A -7), 


0 0 A-6 
所 以 ，B 有 特征 值 和 A= -3, 6, 7. 
设 对 应 于 和 = -3 的 特征 向 量 为 ga = (a,，a,，a;) ， 则 wa 满足 
-5 -5 0a 
a! + a, = 0， 
-5 -5 | 0 
a3 = 0. 
0 0 -9 
于 是 取 a 为 它 的 基础 解 系 , 即 w=(-1，1，0)7. 
设 对 应 于 和 =6 的 特征 向 量 为 B= (5b,，b,，5;) ， 则 满足 


4 -5 0 
0 
E eh oo | 各 0 
0 0 oy, BR 


于 是 取 B 为 它 的 基础 解 系 ,， 即 B=(0, 0, 1).. 
设 对 应 于 A = 7 的 特征 向 量 为 y= (co, 6 6G)'， 则 yy 与 a, B 都 正 交 ， 即 
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一 Cl 十 C> 


=0， 
于 是 取 ?7 为 它 的 基础 解 系 ， 即 y= (1，1，0) 
cs =0. 


a,， B,， 7 是正 交 向 量 组 ， 现 将 它们 单位 化 : 

a | 1 1 | 

和 本 = | -一 ,一 ,0 » 
al 

é, =B =(0,0,1) ， 

i - [5.50]. 
1 y 1 加 

记 Q=(é&1，&,，é&;)( 正 交 算 了 泗 )， 则 所 求 正 交 变 换 为 








1 
它 将 二 次 型 f(x, ，x,，% ) 化 为 标准 形 -3yt + 672 +7y5. 
附注 ”用 正 交 变 换 将 二 次 型 f(x;，x,，% ) 化 为 标准 形 ， 首 先 要 将 二 次 型 表示 成 x'Bx 
(其 中 B 是 实 对 称 和 矩阵 )， 这 是 本 题 获 解 的 关键 此外， 应 熟练 掌握 用 正 交 变换 化 二 次 型 
，%,) ，B 是 nn 阶 实 对 称 和 矩阵 ) 为 标准 形 的 方 





f(x1,%2, “"， %,) =x Bx( 其 中 x=(x， X2， 
法 . 
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A B B D D A C B 


(1) 设 和 Ax) 是 单调 增加 函数 ， 则 当 x， <x, 时 ， f(x) <flx,)， 即 x,<xs， 同 样 可 证 x < 
zy ， < 1 ， 即 | 单调 增加 ， 因 此 选 (A). 

附注 ” 记 住 以 下 结论 对 判别 数列 |x, | 的 单调 性 是 有 用 的 : 

设 | 由 递 推 式 x x, =f(x,) (n=1，2，…) 确 定 ， 且 f(x) 是 单调 增加 函数 ， 则 当 
xi <x, 时 ，|x, | 单调 增加 ; 当 x， >x, 时 ，|x, | 单调 减少 . 


(2) 由 题 设 知 f (x) = -二 =1, 所 以 





Ay|,_, =f'(x0)Ax +o(Ax) = Ax +o(CAx). 


即 当 Ax_0 时 ，Ay | ”与 Ax 是 等 价 无 穷 小 ， 因 此 选 (B)， 
附注 ” 当 函 数 y=f(x) 在 点 xo 处 可 导 ( 可 微 ) 时 ， 
Ay | = f(x0)Ax +o(Ax). 
当 二 元 函数 z=f(x, yy) 在 点 (x6，%) 处 可 微 时 ， 
Az | Ce = f'(x0,Y0) Ax +f' (x0,Y0)Ay +o(C VCAxz) + (Ay)’). 
(3) 由 所 给 方程 得 y(0) =0， 对 所 给 方程 两 边关 于 * 求 导 得 


dy » dy . | dy 】 
一 +YyY+2e7 一 =-sS a 
x di 和》 ee dx sin(xy) ba dx 十 y 9 





所 以 7(z) = 党 = = 


x +2e2 +xsin( wy) 














dy (x) -yy (0) —yL1 + sin(xy)] 
= lim = lim 5 
dz lx=0 “0 x “0 x|x +2e” +xsin(xy)] 
= lim [2 -7y(0) 。 1 ] = -7(0) 1 = 0. 
0 % X 十 2e” +xsin(xy) 2 
因此 选 (B ). 


附注 用 一 阶 导数 定义 计算 "| ， 比 先 算出 5 过， 然后 将 <=Y = =0 代入 快捷 得 多 





(4) 由 于 必 在 [0，1] 上 连续 ， 选 项 (A) 、(B) 、(C) 的 右边 都 是 安 在 [0，1] 上 的 积分 
和 式 的 极限 ， 它 们 都 等 于 | edx, 即 选项 (A) 、(B) 、(C) 都 正确 ， 因 此 选 (D). 
附注 也 可 以 通过 直接 计算 确认 ( D) 不 正确 : 
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1 n 
lim 一 - a +] - i -6i+1) 


me 3n 1 3n 








(5) 由 于 za =z(x，y) 是 z=z(x*，y) 的 极 小 值 ， 因 此 存在 点 (xo，7o ) 的 某 个 邻 域 ， 对 此 
邻 域内 的 任 一 点 (x*,，y) ((z，y) 关 (xo， yo)) 处 , 都 有 z=z(x,y) >a， 于 是 y =7y(xz，z) 不 
能 在 点 (x。，z ) 的 邻 域内 都 有 定义 ， 从 而 yo。 =y(xm，a) 不 是 y=y(x，z) 的 极 值 ， 因 此 选 
(D). 

附注 ”要 使 函数 z=fx,y) 在 点 (x6。，Yyo) 处 取 到 极 值 ， 首 先 必须 使 z=f(x,y) 在 点 (xo， 
%;) 的 某 个 邻 域内 有 定义 . 

(6) 由 于 D, 与 D, 关于 直线 y =x 对 称 ，Vx + 多 在 对 称 点 (x，y) 与 (Y，x) 处 的 值 彼此 
相等 ， 所 以 =I， 此 外 ， 由 


1 = [ae .rdr = 本 
- [af i 1 con 9d0 = 了 


知 厂 < 翔 ， 因 此 选 (A)， 
附注 ”利用 对 称 性 直接 得 到 /, = ， 使 计算 量 减少 ， 实 际 上 = 二 也 可 由 计算 得 到 ， 





T 2sin0 8 Te 8 
1 = | do| r。rdr = py) sin3 0d0 =- | (1 - cos’ 0)dcos 0 


CE 

(7) 由 于 B=P "AP， 所 以 当 A 有 特征 值 和 及 对 应 的 特征 问 量 @ 时，B 有 特征 值 和 及 对 
应 的 特征 向 量 P-'a， 此 外 ， 由 A 可 道 知 吾 可 道 ， 从 而 召 * 有 特 和 1 互 | 14| 
特征 向 量 P-'aq， 因 此 选 (C). 

附注 ”应 记 住 以 下 结论 : 

设 n 阶 矩阵 A 有 特征 值 A 及 对 应 的 特征 向 量 w， 则 召 = 刀 -4P( 已 是 半 阶 可 逆 和 矩阵) 有 特 












































征 值 A 及 对 应 的 特征 向 量 己 -:a， 当 4 可逆 时 , 4 的 伴随 矩阵 4 “有 特征 值 一 一 及 对 应 的 特 
征 向 量 w. 

(8) 由 于 当 ( 工 ) 与 ( 工 ) 等 价 时 ，( 工 ) 与 (I) 等 秋 ; 当 4 与 B 等 价 时 , 4 与 B 等 秩 ， 反 
之 也 对 ， 所 以 选项 (A) 、(C) 、(D) 都 正确 ， 因 此 选 (B). 
附注 ” 当 ( 了 I) 与 ( 工 ) 等 秩 时 ， 未必 等 价 ， 例如 am =(1, 0, 0)', @=(0, 1, 0) ,Bp, 


=(1, 0， 0) ， 2=(0， 0， 1) 显然 r(a, 0 ) =r(B, pb,), 但 是 mw 不 能 由 pp,， Bb; 线 
性 表示 ， 即 @ ，ow 与 BB, 不 等 价 . 
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由 本 题 可 知 ， 题 中 的 ( ) 、( 工 ) 等 价 与 4、 妇 等 价 是 有 区 别 的 ， 应 注意 这 一 点 . 























二 、 填 空 题 
x-sinx f(x) 
a 3 3 
(9) 由 1=linz = lm 
x—0 x—0 多 
知 lim | 一 Sin x WA | 反 - 攻击 
. f(x) ， XX 一 sin x 洛 必 达 法 则 . 1 -cosx 1 
lm 一 一 = - lim 二 lim 3 = 
0 x 0 “0 3x 6 


附注 ”类似 地 可 考虑 : 
设 im [1 + + 全 ] = 来 im [1 + 人 下] ， 具 体 的 计算 如 下 
£2] 


uh 十 % 十 
由 lim [1 i 要 | 过 





x 


由 此 得 到 lim | ws 


Ra) 
Mg 


3 = lm 一 一 =]1+1lm 
x—0 x2 














于 是 lim|1 Ee 
x x 


(10) 由 | [5KD -2]d = fx) -er 得 


f(0) = 1,5f(x) -2 =f'(x) -5e 以 及 f'(0) = 8， 
f(x) -8 _5Lf(x) -A(0)] +5(e -1) 


多 和 


所 以 有 
令 * 一 0， 由 上 式 得 





f"(0) = 5f 0) +5 x5 = 65. 
附注 “本 题 也 可 以 解答 如 下 : 
对 所 给 等 式 两 边关 于 x 求 导 得 
SH) -2 =f'(%) -5e”, 
即 y -5y = 5e™ -2( 其 中 y = f(x))， 


所 以 ,y = es [C + [se” -2)e™dx] = ec 十 So” + 5x]. 





将 y|,_。=1 代 人 上 式 得 C= Po 


模拟 试题 ( 八 ) 解答 " 155. 





从 而 y' =8e™ +25xe™*，y”=65e™ +125xe*， 由 此 得 到 
f"(0) = y"|,.。 = 65. 
1 


(11) 容易 知道 ， 当 x <0 时 ，y =6x +6x*; x>0 时 ， 闻 这 -2x.， 由 此 可 得 交 (0) = 


上 


人 + 6x’, x < 0， 











1 
limy’ = lim (6x +6x’) =0，y (0) = limy = lin [ ， 即 y'(0) 不 存在 .所 以 
x 0- 0- x 0+ x"0+\l1] +x 





2 x > 0， 
1 上 +xX 
6 + 12x, x<0, 
LN 1 
| ，2X >0 
(1 +x) 
1 
于 是 方程 多 =0 有 唯一 解 z= -二 ， 日 
1 
<0，x <- 一， 
1 2 
少 
> 0 -一 <Y<0 
此 外 ,y 在 点 *=0 处 连续 ， 但 y(〈0) 不 存在 ， 且 
1 
人 -— <x<0, 
了 2 
<0, x>0, 


因此 ， 所 给 曲线 有 两 个 拐点 [于 二 (0, 0). 
附注 ”对 于 连续 曲线 y=/(x)， 其 可 能 拐点 的 机 坐标 来 自 f"() 的 零点 及 使 P"(x) 不 存 


在 的 点 ， 因 此 ， 本 题 的 可 能 拐点 横 坐 标 除 x = -二 外 ， 还 有 x* =0. 








附注 ”计算 多 元 复合 了 浮 数 的 偏 导数 时 ， 应 先 画 出 该 函数 与 自 变 量 之 间 的 复合 关系 图 ， 例 
如 ， 本 题 的 关系 图 为 


1 1 1 法 1 
(12) fe cos 一 ) = 太一 …e -+f!. Ssin T= (ye ftsin 2 





Pa 
= =/ (eeos 工 | 


(13) 由 于 y+py’ +qy =ercos 2x (1) 
的 齐 次 线性 微分 方程 
y+py +9qy =0 (2) 
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的 通 解 为 Y=e*(Cicos xy + Csin x) ， 所 以 式 (2) 的 特征 方程 有 根 1+i， 从 而 P= -[(1+i) + 


(1 一 i)] = -2, g=(1+i)(1--i) =2， 即 式 (1) 为 
y -2y’ +2y = ecos 2x. 
式 (3) 应 有 特 解 
y” = er(4cos 2x + Bsin 2x). 
将 它 代入 式 (3 ) 得 
e'[(—-3A+4B)cos2x +(-44-3pB)sin2x] — 
2e°[ (A +2B)cos2x + (B -2A)sin2x|] + 


2e"(4cos 2x + Bsin 2x) = ercos 2x, 
1 1 
即 4 = es B=0.， 因此 y* = 本 2%, 
于 是 式 (1 ) 的 通 解 为 


1 ， 
y=Y+y =e (Cicosx +Csinx) 0 2x. 


附注 ”本题 获 解 的 关键 是 由 了 =e*(Ccos x + Csin x ) 确 定式 (2) 的 p 与 9 的 值 . 


O 


(14) 由 于 ‘2 


|] (A*) +r(B*) 
三 过 r 


(3) 


(1) 


其 中 , 由 r(4) =1， 即 r(4) 等 于 4 的 阶 数 -1 知 r(4*)=1; 由 7(B) =2, 即 x(B) 小 于 B 


的 阶 数 -1 知 r(B*)=0， 将 它们 代入 式 (1) 得 
? pe 1+0=1. 
B* 0 
附注 ”应 记 住 以 下 公式 : 
设 4 是 半 阶 矩阵 ,4 是 4 的 伴随 矩阵 ， 则 
n, rr(A) = 也 ， 
r(4 ) = 下 r(A) =n-l1, 
0, (A) <n-l. 


三 、 解 答题 
和 2 ， | x| <1, 

(15) he lin 1<1x| <2, 并 且 
cosx, 1|x| >2， 


当 | x| <1 时 ，y'(x) =2x， 

当 1<1x1 <2 时 , y’(x) =2xcos 2 ， 

当 | x| >2 时 ，y'(x) = -sin x, 

y (1) =lmy' (xz) =2，y (1) = limy’(x) =2cos 1, 
六 -31 一 wl1+ 

y (2) = limy’(2) =4cos 4, y' (2) = limy’'(2) = - sin 2, 
2 一 着 过 ++ 

















所 以 ，y'(x) 在 点 x=1,2 处 都 不 存在 ， 由 于 y(x) 是 偶 函 数 ， 所 以 y'(x) 在 点 4= -1， 


处 也 不 存在 ， 从 而 
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2%, 1x|l <1, 
y' (x%) = [arcs 1 <lxl <2, 
-sinx, |x|>2. 
2， | wl 1 


因此 y"(x) = 


2cos x -4x’sinx*, 1<|1x| <2， 





一 COS %, 1x| >2. 
附注 本题 的 解答 有 两 点 值得 注意 : 
( 工 ) 要 计算 分 段 函 数 的 复合 函数 的 导数 或 2 阶 导数 ， 应 先 算出 复合 函数 的 表达 式 . 
1(X), Xo, 
CD 对 于 分 民 画 数 /La) = 0 ”如果 忆 算出 /G4)(s <) 与 /2(4) (4>)， 
则 当 mf1(4) 与 Bimf3(4) 都 存在 时 ,f(x0) = lim/ ,f(a0) = linyf (4). 
(16) 记 f(x) =xe” -2x — cos x, 则 (x) 在 [0, 1] 上 2 阶 可 导 ， 且 由 
f'(x) =e +2xe” -2 + sinwx, 
f(x) =4(1 +x)e” +cosx >0 
知 ,，f'(x) 在 (0，1) 内 单调 增加 ， 且 f'(0)f'(1) = - (3e@ -2+sin 1) <0， 所 以 存在 唯一 的 
xo Ee (0,，1)， 使 得 f(x。) =0， 由 此 得 到 hy 


<0, 0<x< wo, e? 一 2 一 COS1 
f'(x) = 0， X= Xo, 


>0, x。<x<l1. 














因此 ,由 f(0) = -1<0 知 f(x) <0(xe (0， wo])， 即 方程 f(x) 
=0 在 (0，xo] 上 无 实 根 .此 外 ,由 f(xo) :f(1) <0 及 f'(x) >0 1 
(xe(xo，1) ) 知 方程 1x) =0 在 (x。，1) 上 有 了 唯一 实 根 . 

综 上 所 述 ， 所 给 方程 xe” -2x -cosx=0 在 (0,1) 内 有 唯一 
实 根 . 

附注 ”由 题解 中 分 析 可 知 ， 曲 线 y =f(x) 如 图 答 8-16 所 示 ， 由 图 可 知 方程 f(x) =0 在 
(0，1) 内 有 且 仅 有 一 个 实 根 . 

(17) c 将 [a, 56 分 成 两 个 小 区 间 [a, cj] 与 [c, 6b]. 


由 于 (4) = im 人 全 了) >0， 所 以 存在 se (e，c)， 使 得 7 ) >/(a)， 和 由 于 








图 答 8-16 


f'(c) = lim -AY 0, 所 以 存在 x, € (xi ， c), 使 得 f( x, ) >f(ce). 因此 ， f(x) 在 [ a， 


c] 上 的 最 大 值 在 (a，c) 内 取 到 .于 是 由 费 马 引 理 知 ， 存 在 we (a,，c) ,使 得 f '(m,) =0. 

此 外 ,由 fe) =A(5)( =0) 知 , f(x) 在 [c,，5] 上 满足 罗 尔 定理 条 件 ， 所 以 存在 n, e (ce， 
5b) ,使 得 f'(m,) =0. 

由 题 设 及 以 上 证 明知 ，f'(x) 在 [mw,，7,] 上 满足 罗 尔 定理 条 件 ， 所 以 存在 &€ (nm,，”,) 
C(a, 5), 使 得 f"(é) =0. 

附注 ” 当 函 数 f(x) 在 [a, 5] 上 有 连续 导数 时 ， 如 果 f'(a) .f(b5) <0， 则 容易 知道 ， 
存在 Ee (a, 5), 使 得 1'(é) =0， 但 是 ， 从 本 题 的 证 明 可 知 ,“ 当 (x) 在 [a, 5] 上 可 导 ( 未 
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必 有 连续 导数 ) 时 ， 如 果 上 六 (oa) .了 (5) <0， 则 存在 Ee (a, 5)， 使 得 14'(&) =0.” 记 住 这 个 
结论 有 助 于 快速 解 题 . 
(18) ( 工 ) 由 于 
du =(2xcosy + 3xy)dx + (x -x siny +y)dy 
= (2xcos ydx — x sin ydy) + (3x ydx + xidy) + ydy 


1 
-dleeosy + XYy + 
5 1 wp 
所 以 ， w= eos y tey ty +C. 将 wx(0， 0) =0 代入 上 式 得 C =0， 因此 


2 3 1 人 
u(x,y) =X CoSsSY+XY+ 7 
( 廿 ) 由 于 在 点 (0，0) 的 充分 小 的 去 心 邻 域内 ， 
u(x,y) = x (cosy +xy) + 3 >0 = (0,0), 


所 以 ，u(0, 0) =0 是 w(x,，Yy) 的 极 小 值 . 
附注 ”题解 中 ， 根 据 极 小 值 定义 判定 w(0, 0) =0 是 w(x, y) 的 极 小 值 ， 比 较 快捷 、 但 
也 可 以 用 以 下 方法 判定 : 











0 0 
由 于 T=2xc08 y + Ix2y, = -Asin y+Yy, 
Ox Oy 
9 9 9 
所 以 ， 一 =2cosy+6xzy, 一 = —x cos y+1, 2 —2xsin y + 3x”. 
ox’ Oy OXY 
Ou ou 8 2 
于 是 由 -2>0, [2 =2x1-0=2>0 
0x | (0,0) Ox 9y Ox9y (0,0) 








知 ，u(0, 0) =0 是 u(x,y) 的 极 小 值 . 
、 ER 
(19) 因为 /(x) = 1 7 < Ee 二 
= 
并 且 x>4 时 , fx) <0， 所 以 y=f(x)(x 宇 0) 的 图 形 如 图 答 8-19 所 示 .， 于是， 所 求 的 面积 》 
A -| 一 (3x 3 27 ) dx 十 「 es 7 27 ) dx 


| 2 | | SR 
= WV 二 2 十 和 ”2 
2 5 3 0 2 5 3 


附注 “计算 平面 图 形 面积 时 ， 应 先 画 出 该 图 形 
当 平 面 图 形 D 是 由 曲线 y =fi(x), y=f(x) (其 中 (x), (x) 在 [a, 58] 上 连续 ) 及 直 
线 x=a, x=0b 围 成 的 ， 则 DD 的 面积 > 


5 = f(x) -Po de 
本 题 的 平面 图 形 实际 上 是 由 曲线 y=/(x) ， 直 线 了 =0，x =0，x -4 围 成 的 ， 所 以 
4 =| ra -ol = If() | 


4 
= 1., 


1 
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-| — f(x)dx+ (Wr 





sh 


图 答 8-19 


2 ” . 9 9 9 9 
(20) 前 学 Ce - 守 =(2 让 有 上 
gx gxgy oy Ox 9y 








9 ou 0 or 0 9 0 














许昌 三 十 = 一 + 一 ， 
并 Ox Ox ou Ox ov Ou Ov 
0 ou 9 oo 9 0 0 
二 + = 一 +a 一 ， 
0y 9y Ou 9y Ov Ou Ov 
90z dz 9 9 9 0 
所 以 6 T+ 2+a) |5 +(3-a) | 
Ox gxoy oy ovt Ou Ov 
9 9 
=5(2+o) -+(2+a)(3-o 二 和 
Oudv go 
于 是 由 题 设 得 
Oo 即 w = 3 
(2+a)(3-a) = 0， 


学 
Z 











附注 “由 于 到 可 以 理解 为 卫 作 用 于 同样 .22 可 以 理解 为 2 [起 2 [Et 
Ox Ox Ox0y 0y Ox Oy Ox 


了 2 了 
6 一 + 2 -5 = (2 也 + 了 (3 卫 - 
Ox Ox9y 9y Ox 0y Ox 9y 
7 7 7 7 7 
A =5(2 +4) +(2+a)(3 -ao 一， 
Ox” Ox9y oy Ouodv Or 
从 而 使 得 问题 快速 获 解 . 
(21) y -2y =o(x) 的 通 解 为 
苦 2x . 
y=e (c + [ole dt) 


2e*,， x<l, 
0 ， x>1, 


[pC) ed Ws x <1, 网 -e™”, x<l, 
| 0 x>1 0， Wy 








由 此 得 到 





由 于 g(x)e =| 所 以 
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于 是 ， 当 x <1 时 , y=e*(C+te”-e“). 将 y(0) =0 代 入 得 C=l-e… 将 它 代 入 式 (1) 
(| -2 x el 
得 y(x) = 网 “由 于 limy(x) = limy(x)， 所 以 ， 所 求 函 数 
e (1l1-e’), wx>1. #1- w+ 
e*(1-e™*), wx], 
0) = x>1. 
附注 ”本题 是 利用 线性 微分 方程 的 通 解 公式 


各- 尝 ex 人 (C 十 | wCDe2dj 


和 分 段 函 数 p(1)e 的 积分 上 限 函 数 算出 了 y(z) ， 十 分 快捷 
但 也 可 以 按 以 下 方法 计算 (虽然 不 是 十 分 快捷 ， 但 比较 容易 理解) ; 
由 题 设 知 ， 在 ( - % ,1) 上 ，y(x) =y1(%) 满 足 
1- 2 =2, 
它 的 通 解 为 mi (xz) = e* (Ci + |2e*dx)=e*(Cl-e*). 将 (0) =y(0) = 0 代入 得 C, = 
1, 所 以 











yi(x) =e -1(x <1). 
由 题 设 知 , 在 (1，+% ) 上 , y(x) =y,(x) 满 足 
y2- 2 = 0， 
它 的 通 解 为 y,(x) = Ce 为 使 y(x) 在 x=1 处 连续 ， 必 须 
limy, (%) = limy, (%) =e -1, 妈 Ce =e -1, 
所 以 C, =1-e 习 ,因此 y,(x) =(1-e)e*(x>1). 由 此 得 到 


yi(%), x 硅 1, 6 x 三 1,， 
y(x) = = >” 
ys(x), %>1 (1 ~-e™”)e”, x >1. 
(22) ( 工 ) 方程 组 (A) 的 增 广 和 矩阵 
1 2 1 | 
| 初等 行 变换 
4 = 2 w+4 -5 : 6 








1 流 。 泌 
0 a -7 中 
= 和 0 0 0 ua+li0 
所 以 ,方程 组 (A) 有 无 穷 多 解 时 , a+1 =0, 即 a= -1. 
( 卫 ) 当 4= -1 时 , 方程 组 (A) 与 (B) 组 成 的 方程 组 为 





Xi +2x, 六 。 三 3 


2 3% =3% 三 和 





(C) 1-2 -2% -%3 = -3 
W Ny 本 三 U， 
2 二 A% =1, 


对 方程 组 (C ) 的 增 广 矩阵 C 施行 初等 行 变换 ; 
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2 1; 3 1 1 1:; 0 1 1 1:; 0 
2 -5: 6 2 -5: 6 0 1 -7:; 6 
-1 -2 -1:-3P-1 -2 -1 -3hhI0 -1 0:-3P 
1: 0 2 1: 3 0 1 0: 3 
2 A 0i: 1 2 0: 1 0 和 =2 =21 1 
1 1 : 
1 1 1: 0 1 1 1: 0 : . 
: : 1 0: 3 
0 1 0: 3 0 1 0 3 : 
0 0 -7;: 3hFio 0 -7:i 300 1 a 
0 0 7:i-3 00 0 0 : i 
0 A=2 =2: 1 0 0 -2:i:7-3A : 

| 0 -2:7-3A 

1 0 

0 1 0 3 

0 0 1 二 

= ! 学 和 
0 .00 0 
让 
:7 
由 此 可 知 ， 方 程 组 (A) 与 (B) 有 公共 解 ， 即 方程 组 (C) 有 解 时 ，r(C) =r(C) (其 中 C 是 方程 








> 


组 (C) 的 系数 征 阵 ) ， 即 人 = 广 ， 并 且 此 时 的 公共 解 为 sw = -了 ， =3,， = -了 


附注 ” 设 方程 组 Ajx =b,，A,x =b,( 其 中 4A,，A4, 分 别 是 mi xn 与 m, xn 算 了 泗 ，b,，b， 
分 别 是 mm 维 与 mw 维 列 向 量 ) ， 则 这 两 个 方程 组 有 公共 解 的 充分 必要 条 件 为 方程 组 








nm =b, 
4 = b, 
有 解 . 
(23) ( 工 ) 由 题 设 知 ，4 有 特征 值 A, =2，》 =A; = -1， 从 而 和 =2 对 应 于 A 的 特征 
值 各 = 一 全 一 =1， 所 以 由 A'a=@ 知 p=1 对 应 的 特征 向 量 为 «= (1，1， -1)"， 由 此 可 


知 4 的 对 应 于 A =2 的 特征 向 量 为 w 
设 和 的 对 应 于 A, =A, = -1 的 特征 向 量 为 B= (5b,，b,，b;) '， 则 由 A 是 实 对 称 和 矩阵 知 B 
与 w 正 交 ， 即 








+ -6b; =0. 
故 取 BB 为 这 个 方程 的 基础 解 系 , 即 B, =( -1，1, 0)7,，B, =(1,0，1)7， 现 将 它们 正 交 化 ; 








(B, 7) 有 EE Rs 


Yi = Bp, 加 (-1,1,0) ,7 = Bp, 本 
(Yi1,Y,) 





显然 ga，yi ，Y, 是 正 交 问 量 组 ， 现 将 它们 单位 化 : 
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Pi = |) 

al WB Bi 
Yi 1 1 开 

和 ‘aa 

要 二 ?2 2 ] ， 
六 | Sh 











于 是 所 求 的 正 交 和 矩阵 @ = (所 ， 纪 ， 扣 ) = 























1 1 1 1 1 1 
3 3 3 3 
i 0 
8 | | 2 
J 2 
V3 V6. 6 v6 6 
9 1 1 1 1 1 
3 加 % 3 3 3 _ 
2 1 1 1 1 
= 0|=| 1 0 
3 2 W6 2 | 
2 0 -2 1 1 2 
V3 6 八 Ww %6 











(IT) 由 于 f(x，%，%;) 在 正 交 变 换 x =Qy 下 的 标准 形 为 2y? - 


1 





21 = V2y, 厅 
22 二 2， Bh y = 1 z, 则 
S$ 1 


277 -六 -六 = 有 -有 一 如 (规范 形 ). 


从 而 了，xs，%) 在 可 送 线性 变换 
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1 1 工 
5 RL 
pi 1 1 
| 
0 1 
5 /6 
1 1 1 
中 6 
| 
| /6 
1 信守 
a /6. 


下 ， 化 为 规范 形 ， 即 
所 mo) = A 


附注 ( 工 ) 设 4 是” 阶 可 逆 矩 阵 ， 有 特征 值 A 及 对 应 的 特征 向 量 w， 则 4 的 伴随 矩阵 








4 有 特征 值 _ 和， 及 对 应 的 特征 向 量 w 
(IT) 要 熟练 掌握 用 正 交 变 换 化 二 次 型 为 标准 形 的 方法 及 由 正 交 变换 与 标准 形 计算 二 次 
型 矩阵 的 方法 . 
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答案 
B C A D B A B D 
(1) f(x) 有 间断 点 x= -1, 0, 1， 由 于 
a 
lim (x) = lim =oo ， 
人 *)x(1+x) 
li %) = lim RD +% ) = lim = =1 
Ie)x(1+x) 
1 一 5% 
im) Ee Wa oe 
2 (1 -er *)x(1 +x) 
limf(x 三 lim ne 3 -2 
(1 -emi)x(l+x) 2 


所 以 ，Ax) 仅 有 一 个 无 穷 间 断 点 x = -1， 因 此 选 (B). 
附注 ”由 题解 可 知 ，x =0，1 分 别 是 f(x) 的 可 去 间断 点 和 跳跃 间断 点 . 
(2) 0 


M = 及 一 os xdx = 0( 由 于 被 积 函 数 是 奇 函 数 )， 














N ce (sin’ x + cos' x) dx = | no xdx > 0( 由 于 sin x 是 奇 函 数 ,cos* x 是 偶 函 数 ,在 





了 处 取 等 号 ) ， 





[o. 工 | 上 cos > 0, 且 仅 在 点 x = 

















Pp (x’sin x—cos x)dx = 一 I xdx < 0( 由 于 xsin? x 是 奇 函数 ,cos x 是 侦 也 


了 处 取 等 号 ) , 所以，P <M<N， 因 此 选 (C). 





数 ,在 [0, 字 | 上 cos' x 2 0, 且 仅 在 点 x = 
应 记 住 对 称 区 间 上 定 积 分 的 本 设 函 数 J(x) 在 [ - 
?| f(x) dx, f(x) 是 偶 函 数 ， 
0， f(x) 是 奇 函 数 


a](a>0) 上 连 续 ， 则 











附注 








| fa) dx = | 


(3) 设 /() 在 点 x 处 可 导 ， 并 由 已 知 条 件 ， 可 知 
TS > 0 (mm) = lim 人 


% 一 No 


六 (xm) = lim 
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所 以 广 (xo) =0， 于 是 ， 对 于 点 x 左 侧 邻 近 内 的 任意 x 有 
fx) = f(x0) +f' (Xo) (x — Xo) + "(Es -x0) (其 中 € (xxo) ) 


= mn) + (ca > 


这 与 /x) 在 点 x 的 左 侧 邻近 单调 增加 ( 即 所 xz) <A(%o)) 了 矛盾 .因此 选 (A). 
附注 根据 已 知 条 件 和 函数 的 特性 ， 本 题 只 在 选项 (A)，(B) 中 选择 即 可 .题解 中 假定 
f(x) 在 点 xzo 处 可 导 ， 结果 推 出 了 矛盾， 因此 确定 选 ( A). 


(Jrou=Jnourfnod 


Xx 1 
人 | 地， X 0, ] x, x <0, 
| x 


| sin di, x>0 1 -cosx, x >0 








-一 + 一 xX*,， xX 硅 0 


因此 选 (D). 


0 X > 0. 


X) ， YXsX0， x 
附注 分 段 连续 函数 f(x) = A 的 积分 上 限 函数 f(t) 总 是 按 以 下 方法 


f(D dt, «eo, 
or = [Ai + ， 
| f(a, 多 > wo. 


(5) 根据 函数 1x，y) 在 点 (x6。，Yy) 处 可 微 的 充分 条 件 知 ，(B) 是 正确 的 ， 因 此 选 (B). 

附注 〈 工 ) 也 数 fx, y) 在 点 (x6。，%) 处 可 微 的 必要 而 非 充分 条 件 是 f'(x。，y。) 和 
f(xo，Yo) 痢 存在 . 

函数 /x，y) 在 点 (x6，) 处 可 微 的 充分 而 非 必要 条 件 是 f(x，y)，f 1(%，y) 在 点 (zo， 
”;) 处 都 连续 . 

( 卫 ) 由 f(x, yy)，,， f(x， Y) 在 点 (xo，%o) 处 可 微 ， 只 能 保证 f(xo,， 0)，, "(xo，Y6) 
存在 ， 而 不 能 保证 f(x，y) ,f(x，y) 在 点 (x6。，%。) 处 连续 ， 所 以 不 能 保证 "(x。，y。) = 
f (Ko, Yo). 

由 于 f(x, y) 在 点 (xo。，Yo) 处 连续 ， 不 能 保证 "(x,y) 也 在 点 (xo。，yo) 人 处 连续 ， 所 以 
不 能 保证 f% (x6, y0) =f (xo，y0). 

(6) 容易 看 到 y, -y, =e “(cos x+sinx) 是 y+py' +9y=0 的 特 解 ， 从 而 

p=-[(-1+i)+(-1-i)]=2, g=(-1+i)( -1-i)=2. 
此 外 ， 由 题 设 知 e* 是 y+py’ +gqy=f/(x)， 即 y+2y' +2y =f(x) 的 特 解 ， 所 以 ,f(x) = (e@”)” 
+2(e")'+2e” =5e”， 因 此 选 (A). 
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附注 ”由 于 微分 方程 y”+py’ +9y =f(x) 有 人 解 y, =e”+e “cos x， 其 中 ecosx 是 y +py' 
+gy =0 的 解 ， 所 以 由 线性 微分 方程 解 的 构造 知 ，e* 是 y+py' +9y =f(x) 的 解 . 

(7) 已 知 方程 组 Ax =b(A 是 mxn 和 矩阵 , x 是 n 维 列 癌 量 , b 是 m 维 列 癌 量 ) 有 无 穷 多 
解 的 充分 必要 条 件 是 











r(A:b)=r(A) <n. 
记 B=(b, 5,,…,，b,) (bi,，b,，…, 5b, 都 是 m 维 列 向 量 ), 外 = (x1,， xX,，…， XX,) 
(x1，X;，…，X, 都 是 nn 维 列 向 量 )， 则 A=B 有 无 穷 多 解 的 充分 必要 条 件 是 
r(A:b)=r(A)<n, rr(A :bb,)=r(A)<n, :…, rr(A4:b,)=r(A)=n 
(其 中 至 少 有 一 式 只 取 不 等 号 ) ， 即 
r(A:b,b,,…,b,) =rA) < 

由 此 得 到 4 对 =B 有 无 穷 多 解 的 充分 必要 条 件 是 

r(A:B)=r(A) <n. 








因此 选 (B ). 

附注 “应 记 住 关 于 和 矩阵 方程 4 和 = 下 (4 是 m xn 矩阵，B 是 m xl1 和 矩阵 , 耳 是 n x1l 未 知 算 
阵 ) 的 解 的 结论 : 

该 方程 有 无 穷 多 解 的 充分 必要 条 件 是 r(4 : B) =r(4) <n; 有 唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 
r(4 :B) =r(4) =n; 无 解 的 充分 必要 条 件 是 r(4 : B) >r(4). 

(8) 实 对 称 矩 了 泗 A，B 合同 的 充分 必要 条 件 是 ,分 别 以 A，B 为 矩阵 的 二 次 型 有 相同 的 
规范 形 ， 因此 选 (D). 

附注 〈 工 ) 选项 (A) 是 4 与 B 合 同 的 必要 而 非 充 分 条 件 ， 选 项 (B)、(C) 既 不 是 必要 
条 件 ， 也 不 是 充分 条 件 . 

( 工 ) 两 个 阶 实 对 称 和 矩阵 A4，B 合同 的 充分 必要 条 件 有 两 种 : 

(i) 4,B 的 正 、 负 特征 值 分 别 相 等 ( 重 特征 值 按 上 个 计算 )，; 

(六 ) 以 A，B 为 矩阵 的 二 次 型 有 相同 的 规范 形 . 

二 、 填空 题 


(9) f(x) = 1 车 司 ]- -本 二- 1 




















(x_1)(x+2) 3\x-l x+2 





1 1 3 5 和 
ee = +o(Cx ). 
附注 题解 中 是 利用 一 和 一 一 的 3 阶 才 克 劳 林 公式 ( 带 佩 亚 诺 型 余 项 算得/() 的 3 


1 
2 


阶 麦 克 劳 林 公式 ( 带 佩 亚 诺 型 余 项 ) 的 ， 现 在 用 直接 法 计算 


1 (3) 
f(x) = f(0) +f'(0)% + ge 了 + o(x’ ), (1) 




















其 中 ,A0) = -二 
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17 1 1 \]， 1 1 1 
70) = -5 ee 





























1 1 1 1 有 1 2 3 
4... Fe -5 a [二 计 全 | 4 
3 1f 1 1 1™ 1 6 6 15 
es re | RO Cr 8 
将 它们 代入 式 (1) 得 
1 1 1 3\V， 1 1 
f(x) = ”了 -+ 本- 了 和 Ce 上 +o(x ) 
1 | 3 
ee ee +o(x) 
(10) HF limft#) = lim Cae) =™, 
jg = lim f(x) = im e'sin 2x 
#0 江 oO 
e' Sin 2x 
b: = lim [f(x) -ax] = i ee 和 


所 以 ， 所 给 曲线 的 渐 近 线 方程 为 x = -和 y=0. 


. me sin 2x 本 Sin 2X 
附注 由 于 limf(x ) = 7 4 站 = lim = 
lim f(x) 2 lim sin 2x 不 存在 ， 
> 十 oo x 2+% x (2x 十 ) 
所 以 直线 x =0 不 是 渐 近 线 ，x 一 + o 方 向 也 无 渐 近 线 . 


GD -DV = 3 1) 








-| -Le-me 








lr _GcD2 1 ri 5 _GcD2 
= = e 2 dx = 全 = 人 de 3 








1 od) 1 1 D2 
= 了 本 [| -1 人 -2[ (x -1)e “qx | 
1 1 2 .0213 2 a 
=—-—e?+—e =——e 
3 3 0 3 





附注 “本题 也 可 以 利用 二 次 积分 计算 ,具体 如 下 
[We 一 1)2/(x) dx [a 1)70 Sg 


交换 积分 次 序 [1 1 《1 
| 2 
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= 了 | Ge- Die- ,以 下 计算 同 题解 
0z 
(12) 由 一 = 万 (x+y，Jg(Cx) ) +f/'(x+y, yg(%) )yg'(%) 得 
Ox 
0 
fy) + )y( 利 用 g(0) = g(0) =1) 
= y+y (利用 f(y,y) =f'(y,y) = y)， 
2z 5 
所 以 和 区 | = 17) | -3 
附注 由 于 | - a (02) ,所 以 可 以 先 算出 中- 匡 -p(y) ,然后 计算 
Oxo0y 17 dy Ox y=1 Ox 
dp(y) A Oz ee Oz J Oz 
dp) | 即 得 -2 | 这样 计算 比 先 算出 ,然后 将 x=0, y=1 代入 计算 | 快 
dy ly=1 Oxoy | Ox0y Ox0y 1 71 
捷 


(13) 所 给 微分 方程 可 以 改写 成 
(xcosy +cosx)dy + (— ysinx + siny)dx =0， 
即 (xcos ydy + sin ydx) + (cos xdy - ysin xdx) = 0. 
由 此 得 到 d(xsin y+ycos x*) =0， 所 以 所 给 微分 方程 的 通 解 为 
xsiny + ycos Y = (. 
附注 ”所 给 的 微分 方程 既 不 是 变量 可 分 离 的 微分 方程 ， 也 不 是 齐 次 微分 方程 和 线性 微分 
方程 ， 因 此 ， 应 采用 适当 分 项 凑 全 微分 的 方法 求解 . 





XI 十 %3 
(14) 由 于 f(x， MX ，%3 ) =(Ax)' (Ax) = (Xi +X3, Xs +X3, X3)| Xs 十 %3 
3 


= (xi +23) + (Xa +xs)” + x3, 


yi =X + Xs, X1 = 一 ya3， 
令 过 x 二 2%3 ,BI x, = 2 -y3,( 可 道 线性 变换 ) » 则 
Js = X3， 3 二 )3 


flxisty ,3) = + + 规范 形 ). 
附注 ”本题 也 可 解答 如 下 : 





则 
入 -1 0 -1 
| AE, -4I41 = 0 -1 -1|1=( 人 -1DIA-(2+)]A-(2-)]， 
= 1 3 








即 474 有 三 个 正 特 征 值 ， 所 以 f(x, ，x,，% ) 的 规范 形 为 y+y + 六. 





模拟 试题 ( 九 ) 解答 " 169 . 











三 、 解 答题 
X% 一 SIn %X % 一 Sin % % 一 SIn % 
(15) lm 一 = lm 一 om = ~ lim 
OT (ll+x)" Oi rs) Otxsin’ Vxln(1 +x) 
， XX 一 sin x 洛 必 达 法 则 . 1 -cosx 1 
= — lim 全 lim 二 一 一 
X 一 0 十 x x—0+ 3x” 6 


附注 计算 型 未 定式 极限 im 人 时 ， 首先 进行 化 简 ， 其 中 等 价 无 穷 小 代替 是 化 简 的 


重要 手段 . | 或 不 易 化 简 时 ， 才 考虑 应 用 洛 必 达 法 则 . 
(16) 题 设 不 等 式 可 以 改写 成 
LA xzx) -2f(x)]’ -31f'(x) -2f(x)] = 0(x=0). 
记 g(x) =f(x) -2A(x)， 则 上 式 成 为 
g'(x) -3g(x) 三 0, 即 [eg(x)] 三 0(x 三 0). 


所 以 ， 对 x>0，e “ge(x) 宇 [e “g(x)] ,=&(0) =f'(0) -2f(0) = -2， 


即 f'(x) -2f(x) = -2e0™. 
上 式 两 边 同 乘 e 得 [e “f(x) ]'+2e* 宇 0， 即 [e “f(x) +2e*]' 宇 0(x 宇 0)， 由 此 推 
对 x 三 0 有 





SN 
dd 





ef(x) +2e 三 [e™f(x) + 2e” | 本 3 
即 f(x)=3e” -2e™. 
附注 ”在 证 明 过 程 中 多 次 应 用 以 下 结论 : 
当 了 (x) -Af(x) 宇 0 时 有 [e Kx)] >0( 其 中 是 常数 ). 


ee | qx = | | 


| J 1 1 
SIN XCOS % SID YX+ eos % 。 。 2 
2x /1 -— un 2x 


L 2 三 二 a 2x 


1 sin2 2x 
csc” 2x — cot2 2x + 
-1 2 1 
= 一 lcot 2x 十 eof 2x + 7 + 


附注 “对 于 三 角 函 数 的 不 定 积 分 ， 当 被 积 函数 中 出 现 一 种 类 型 以 上 的 三 角 函 数 时 ， 总 是 
利用 三 角 函 数 的 性 质 将 它们 合并 成 一 种 类 型 的 三 角 函 数 ， 以 便于 不 定 积 分 的 计算 . 

(18) 直线 y=x=-1l1 与 圆 刀 + 和 =2x 交点 C= 上 1 | 
V. = 曲 边 三 角形 0BC 绕 x 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 体积 - 三 角形 4BC 绕 x 轴 旋 转 一 周 

而 成 的 旋转 体 体积 We 0BC 与 三 角形 4BC 如 图 答 9-18 所 示 ) 


过 人 — x ) dx -了 。 a ” 
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(2 5) 人 sa 
3 12/) 12 3 3 
V, = 曲 边 三 角形 0BC 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 体 积 - 三 角形 4BC 绕 y 轴 旋 转 一 周 
而 成 的 旋转 体 体积 


=27[[ "« Vir -wdx - Pe -1)dx], (1) 


全 三 
1+7 人 =wx-l1 未 
其 中 ,|[ x V2x 一 和 “一 二 一】 (+1) V1 -td 
本 


1 .3|7 ff ， . 
Se + | eos udu( 其 中 1 = sin u) 
| 2 

















2 了 人 2 3 1 
en 
12 2J-F 12 8 4 
1 ] 1 本 1 2 
人 图 答 9.18 
将 它们 代入 式 (1 ) 得 
2 
yy || a 1]= 2 -Dn 
l 12 8 4 4 12 4 3 


附注 ”应 记 住 以 下 公式 : 
设 函 数 f(x) 是 [a， b] (a 大 0) 上 连续 的 非 负 函数 ,， 记 DD = | (x， y) | 0<a<x<6, 0<y=s 
f(x)|, 则 D 绕 x 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 体积 
,= | fd 
D 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 体 积 
V, = 2 | fl) ds 
(19) 由 于 f(E) +&f'(E) =0 即 为 [xf(x)] 
在 [0, 1] 上 连续 ,在 (0, 1) 内 可 导 ， 且 由 





,ce=0， 所 以 作 辅 助 函数 F(x) =xf(x), 它 
7D) =2f f(r) dr = az) 人 la [0 二] (根据 积分 中 值 定理 )， 即 PC1) =F(x), 


从 而 可 知 ，F(x) 满 足 罗 尔 定理 条 件 ， 所 以 存在 &e (x,,， 1)C(0, 1), 使 得 1'(&) =0， 即 
f(é) +€1 "(8) =0. 

附注 题解 中 综合 使 用 了 罗 和 尔 定理 与 积分 中 值 定理 . 

(20) 由 于 [fx -ed = [fusy) du =z-D， 所 以 Kxsy) =y+ [fuy)du，, 从 
而 A(0, y) =yY， 且 





fr (x,y) = f(x,y). 
由 此 得 到 f(x,，y) =ye*， 此外， 由 题 设 知 
dg(%,y) = g(x,y)dx + g(x,y)dy = d(x +Y), 


模拟 试题 ( 九 ) 解答 "171 . 





所 以 g(x, y) =x+y+C， 从 而 由 g(0, 0) =0 得 C=0， 因此 


g(xX, y) =%+y. 
由 以 上 的 fx, y)，g(x,，y) 得 


f(sg(x,y)) = e "(x+y). 
从 而 , [fie(x,y) ) do = Jer + y) do 


= faxf er +y)dy = 2 iesd 


令 1 = Vx 








4 te'd = 4 (te! 





1 
= 4e -16| eed = 4e ~ 16(t*e 





1 bs 
, -3| Fe'dt) 


1 
=- 12e +48[ eed =-12e+48(Pe 





， 一 2 red) 
= 36e -96| te'dt = 36e ~ 96. 
附注 题解 中 值得 注意 的 是 : 
为 了 对 Kx,y) = 7+ | Kx -ty) di 的 两 边 对 4 求 偏 导 数 ， 需 将 被 积 函 数 中 的 < 移 走 ， 故 
分 


YU=X%=ti. 


(21) 将 所 给 方程 改写 为 








2 

















1 
X £2 x ( ) 
上 式 两 边 对 x 求 导 得 
7 y yy 
x x? x ? 
加 Vy = 2. (2) 
x 
令 p=y’， 则 式 (2) 成 为 
，%+1 5 
Pp p= -2xX ， 
Y+1 x 十 
它 的 通 解 为 p=e le 有 of qx) 


= Xe"(C -2jxe dx) = Cixe” +2(x + 1)x, 





y(x) = [[ ire +2(x+1)x|dx 


2 2 
Ci(x—-1)e’ 直人 +Xx +C,. 


由 lim 了 全 存在 知 C =0， 所 以 


X 十 oo x 
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2 
y(x) Ek +X +C,. (3) 


由 题 设 等 式 得 y(1) =1 +y'(1) ， 于 是 由 式 (3) 得 C， = 因此 


2 1 
y(x) = 十 和 2 “了 本 





附注 “为 消除 题 中 所 给 等 式 中 的 积分 运算 ， 必 须 将 它 写 成 式 (1)， 此 外 ,， 式 (2) 通 解 中 
的 常数 C, 与 C, 分 别 由 条 件 





tim ?和 9 存在 


六 到 x 3 


和 y(1) =1+y'(1)( 它 是 在 所 给 等 式 中 令 x=1 得 到 的 ) 确 定 . 


(22) 由 4(a，o%，am) =(a +a，aw +ag, Ql +@,) 


0 1 1 
=(am， ,mo)|10 1 
1 a 0 























0 1 1 
me 0 epee es er 
1 a 0 
0 1 1) 
1 | Ep 
1 a 0 
A -1 -1| IA+l -(A+1) 0 
所 以 , 由 f(A)=1AE;-BIl=|-l1 A -1=|0 A+ta -(A+1) 
-1 -a A 一 1 一 Q A 
1 -1 0 
=(A+l1)|0 A+ta -(A+l)|j=(A+l)[A -AAA-(1+a)] 
一 1 —a A 








知 ,方程 fA) =0 不 可 能 有 三 重 根 ， 这 是 因为 ， 如 有 三 重 根 ， 则 

(A+l1)[A* -A-(l+a)]=(A+1)’, 
但 A7 -A-(1+a) =(A+1)? 是 不 可 能 的 ， 此 外 ,方程 KA) =0 有 二 重 根 时 应 分 两 种 情形 讨 
论 : 


( 工 ) 当 A= -1 是 方程 fA) =0 的 二 重 根 时 ， 由 以 上 计算 知 a=1， 并且 由 


-1 -1 -1 
-EBeal=1 .=1 = 
= 室 1 








知 ，r( -E-B)=1=3--2( 即 矩阵 B 的 阶 数 与 A = -1 的 重 数 之 差 )， 所 以 此 时 B 可 相似 对 
角 化 . 由 于 4 ~B， 所 以 此 时 和 可 相似 对 角 化 . 
( 卫 ) 当 和 A = -1 不 是 方程 fA) =0 的 二 重 根 时 , 方程 和 -和 A-(1+a) =0 必 有 二 重 根 ， 
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从 而 ( 一 1)? 一 4[ - (1+@)] =0， 即 a= -于 ,并 且 此 时 的 二 重 根 为 A = 二 ， 于 是 由 








1 
ER 一 1 一 1 一 2 一 2 
1 
1 1 初等 行 变换 | 一 1 -一 一 1 
p= = 一 7 1 (以 下 司 ) 2 
5 1 
5 1 -1 一 一 一 一 
一 三 4 2 
4 2 
1 一 2 一 2 
3 1 一 2 一 2 
0 -一 -3 3 
= 2 -0 二 =3 
3 3 ” 
0 = 
4 7 0 0 0 
1 1 a s 
向 号- 卫 ]=2 关 1 =3 -2( 即 笨 阵 的 阶 数 与 = 让 的 重 数 之 差 ) ， 所 以 此 时 忆 不 可 相似 


2 


对 角 化 . 由 于 4 ~B， 所 以 此 时 4 不 可 相似 对 角 化 . 


阵 ). 


综 上 所 述 ， 当 a= - 广 时 ，A4 不 可 相似 对 角 化 


附注 设 A 是 n 阶 算 了 泗 ， 则 4 可 相似 对 角 化 的 充分 条 件 有 以 下 四 种 .: 

( 工 ) 4 有 个 不 同 的 特征 值 ; 

( 卫 ) 4 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ，; 

( 亚 ) 4 是 实 对 称 和 矩阵 ; 

(JV) 4 的 每 个 特征 值 入 , 都 满足 r(AJE -A) =n-n(n, 是 A, 的 重 数 ,EE 是 nn 阶 单位 矩 





本 题 的 求解 就 是 从 利用 (T ) 入 手 的 . 


1 1 = 下 1 
oo 0 中 0 中 
1 1 








-1 1 
1 1 1 1 
4| 0|==| 0|, AI0|I=|0 
-1 -1 1 1 











所 以 ， 和 矩阵 A 有 特征 值 A= -1,1. 由 于 r(4) =2， 所 以 A 还 有 特征 值 入 =0， 显然 对 应 于 
和 = -1，1, 分 别 有 特 征 向 量 @ = (1, 0，-1)7, @ = (1,0,，1)'"， 设 对 应 于 入 =0 的 特征 
向 量 为 @ = (a a， 3) ， 则 @w 与 @，@, 都 正 交 ， 故 有 














I ”as3 | -as=0, 


Qa, * @, =0， al +a3 =0， 





所 以 可 取 m =(0， 1，0) 显然 ww ，a,，@ 是 正 交 向 量 组 ， 现 将 它们 单位 化 : 
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2 全" - 司 
< 二 二 ,0 ， 9 
| 人 2 





2 (2 
< 二 = ,0 ， 9 

| oa: | 局 ” 
és = 03 = (0,1,0).. 








-1 
记 @ = (所 ,如 ， 志 ) ( 正 交 矩阵 ) ， wone-| 1 于 是 
0 
1 10 几 基 < 
-1 2 -1 .2 2 
‘qd po | 
" Lg 2 三 
2 0 1 0 
i 
办 从 V2 2 0 0 1 
| 证 -oo 
1 lo | \100 
2 0 1 0 
0 00 
从 而 4*=|I0 -1 ,| 
0 00 
( 卫 ) 显然 |8| = -1, 所 以 0 = 1010 = -0Q ,因此 














QAQ=-04(-0)" = (040).. 
于 是 2 (4 +4)Q =(040) ”+040 


i) 








(1) 


由 此 可 知 ， 取 C = @， 则 在 正 交 变换 x = Cy = Qy 下 ， 二 次 型 f(x;，x,，x ) 化 为 标准 


形 -yi +y; -3. 


附注 ”我们 知道 ， 使 x "Ax 化 为 标准 形 的 正 交 变 换 x = Qy 也 使 x A "x 化 为 标准 形 ， 即 
XA = +HA2 + ， 其 中 以， ps， ps 是 4 的 特征 值 ， 当 | 41 0 时 , p41, pw, 4 





1 4 _14| 


可 由 A 的 特征 值 A,， A,, 人 3 直接 得 到 ， 即 三 ,HW ， AL3 
Ai 人 ， 人 3 








141 


.但 是 现在 


141 =0， 故 为 了 算出 ,jw， ks， 或 为 了 将 x (4A4”+A)x 化 为 标准 形 ， 采 用 了 题解 中 的 


方法 . 


模拟 试题 ( 十) 解答 








一 、 选 择 题 

oo |) | 9) | | (5) | (6) | 0) | (8) 

oe elim eo, 
es -1) x—0 x 


1 
ep (1l+e *)tanx ,. tanx 
的 LO 生生 | 生生 下 的 生 全 人 人 全 | 三 





limf(x) = lim 
x—0+ 


x—0+ 1 到 本 wi 


x(e*—-1) x*(1-e *) 
所 以 x=0 是 f(x TPR, 人 

附注 由 于 limer =0， Timer 三 -加 ， 所 以 当 f(x ) 中 包含 有 e* 时 ， 要 计算 limf(% ) ， 必须 
从 计算 limf(x ) Slimfs ) 庆生 


(2) 由 于 1 =lim (一 lin in ， 所 以 ， 在 点 *=0 的 某 个 


Ee 


邻 域内 了 '(x) 三 0( 仅 在 点 x =0 处 取 等 号 )， 





< -A x <0, 
f"(x)1=0,x=0, 
>0,x >0. 
由 此 可 知 ,，/(0) 不 是 fx) 的 极 值 ,但 (0, f(0) ) 是 曲线 y =/(x) 的 拐点 ， 因 此 选 (C). 


附注 由 1 -tn -1)sinx=0 知 ， limf'(%) =0， 因 此 对 


e -1)sin yx 
国 二 人 中 的 分 母 可 用 等 价 无 穷 小 代 赫 ， 对 1 人 可 使 用 少 必 达 法 则 


V1+Hx)tanx 一 1 














(3) 由 lim - =1 知 limf(x)tan x=0， 所 以 
2 一 0 光一 SIn YX x—0 
1 
—/f(x)tan x 
We 
0 x— sinx XO— SINX 
由 此 可 得 
f(x) , f(x)tan x f(x)tan x 
lim = lim = lim 
O01-cosx (1l-cosx)taax 0 1; 
一 
2 





f(x)tanx x— sinx 
. 。 . XX—sinx 
=lim| x ~- sin x 1 = 4 lim 一 -一 一 一 
x—0 一 一 x—0 3 


3 
NX 和 


2 
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洛 必 达 法 则 4 lim 一 cosY _ 了 1 
x—0 3x? 3 

因此 选 (C). 
附注 “本 题 是 利用 一 个 极限 计算 另 一 个 极限 ， 同 样 可 以 考虑 以 下 问题 : 


win |=1, 求 jm 3 ) 解答 如 下 。 








.3 +f/(x) 
lim 
x—0 x2 


3x +xf(x 
= lim 
x—0 x’ 


(3x -sin3x) + [sin 3x +xf(x)] 


EE 
和 





= lim 
x 











3x-sin3x »% |sin3x f(x) 3x — sin 3x 
= lim + lim 丰 = lim +1 
x—0 3 xa——0 a x2 x x 
洛 必 达 法 则 ,，， 1] 一 cos 3x 9 11 
一 一 im +1 = 一 +1 = 一 . 
区 x 2 2 





(4) 三 时 3 与 站 一 dr 都 是 定 积分 , 且 对 于 x < [0, 开 |, 有 2 > 1,- 二 -< 1 所 以 
0 tan % 4 X tan % 





= 太守 和 > 生 ,4 = 斤 -dx < 工 < 1 由 此 可 知 选 项 CA) 、(C) 、(D) 者 应 排除 ， 国 


0 tan x 
此 选 (B). 
附注 ”题解 中 用 排除 法 选 (B)， 也 可 直接 证 明 它 是 正确 的 . 
了 > 已 证 明了 ， 下 面 证 明了 <1. 
记 f(x ja 则 户 (x je ,0 (se (0, 中 i 


NX COSX 











. 工 ] 上 单调 增加 ， 从 而 对 xs [0， 芒 Rf (3)=4, 由 此 得 到 
4 4 4 T 


| 4 _T _ 
0 





万 mT 4 
(5) 由 题 设 及 了 (x +1—2xsiny -cos2y) =0 知 , f(0, 0) = 了 of CY, y) =0. 
于 是 在 点 (0, 0) 的 某 个 充分 小 的 去 心 邻 域内 有 


f(x, y) -/(0, 0) > (2 +1 -2xsin y -cos2y) 


1 1 
= +sin’y -2xsin y) = -sin y) 0,， 


所 以 , f(0, 0) 是 fx,，y) 的 极 小 值 ， 因 此 选 (B). 
附注 ”由 于 f(x，y) 的 表达 式 未 知 ， 故 用 定义 判定 (0, 0) 是 f(x，y) 的 极 小 值 . 
(6) 由 于 e-“ 守 是 正 值 函数 ，D CD,， 所 以 1 < 


， 4 a 本 
圆 x? +y = 一 将 D, 划分 成 $; 与 9 两 部 分 ，S, ，5S,，53，S， 如 图 答 10-6 所 示 ， 则 Dp, = 
TT 
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S US ，D =S US US We 与 Dp; 的 面积 同 为 1， 所 以 $; 与 S US, 的 面积 相等 ， 此 
外 ， 在 5, 上 ， i 在 SiUS, 上， -19 eo-7+， 所 以 


a ng J. ge 








SIUS, S1 
1 

J —(x2+72 oh —(% +) | | 1. > 
由 上 可 知 L < <L. 因此 选 ( A). S) 

附注 ”本题 的 核心 是 判断 与 的 大 小 ， 这 里 利 ?0 1 启 2 
用 了 以 下 的 结论 : 

S; 与 S,US,; le 图 答 104 

和 


| ee 7do = ey fe 


53 SIUS> SIUS> 


(7) r(A,E -A)=n-n., (对 每 个 4 的 n, 重 特征 值 A,) 是 A 可 相似 对 角 化 的 充分 必要 条 
件 ， 因 此 选 (C). 
附注 ”应 记 住 题 中 的 这 个 充分 必要 条 件 . 它 的 特殊 情形 是 ， 4 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 








三 


里 . 

(8) 由 题 设 知 r(4*) =4-3=1， 从 而 r(4) =4-1=3， 所 以 4 的 特征 值 中 有 且 仅 有 3 
个 不 为 零 ， 由 此 推 得 f(x,，x,，x3，%s) =x Ax 的 标准 形 应 形 如 wy +oj + a3y3 (a1，a， 
a; 全 不 为 零 )， 因 此 选 (A). 

附注 _ 应 记 住 以 下 关于 和 矩阵 4 的 秩 的 结论 : 

(IT) 设 4 是 nn 阶 和 矩阵 ， 如 果 方 程 组 Ax =0 的 基础 解 系 为 zi ,x,，…, xx ， 则 r(4) = 














( 卫 ) 设 4 是 n 阶 和 矩 阵 ， 则 
n,r(A) = 也 ， 
r(4 ) = 1,r(4) =n-1, 
0,r(4) < 了 -1. 








二 、 填 空 是 
| 1 1 1 
ln /sin 一 +cos 一 A pi pt —ln(1 +t) 
bg 和 x x 网 
(9) lim lim = 
we 1 1 im 类 2 
sin -一 +cos -一 一 1 
x x 








附注 ”题解 中 令 1=sin +cos -1， 使 问题 快速 获 解 
x 和 


(10) 对 题 设 等 式 应 用 洛 必 达 法 则 得 
Ho jf) 
wl1 (x 1)? Dx-1) 
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所 以 ， 记 (GD) =liny'(z) =0. (1) 
fp nf LS) EL SC 
于 十/ WU 人 (2 ) 
由 式 (1)， 式 (2) 得 曲线 y=f(x) 在 点 (1，f(1) ) 处 的 曲率 为 
| 





1 + FCI 
附注 ”曲线 y=y(x) (其 中 y=y(x) 二 阶 可 导 ) 在 点 (x，y(x) ) 处 曲率 的 计算 公式 为 
[w(x) | 


人 于 人] 过 
(11) 所 给 的 无 穷 区间 上 反常 积分 是 收 伊 的 ， 所 以 


+% 1 +% 1 
i g 
! wx Vl +x +x 和 1 1 1 
% 0 
令 : =x5 1 1 1 1 fr! 1 
- | dt = | di 
5 0 Jl +1+1 5 本 a 
t+ 十 | 一 
2 2 


的 用 


天 = 


























ho 
附注 ”对 于 收敛 的 反常 积分 可 以 如 定 积分 那样 ， 使 用 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 计算 . 
(12) 显然 x*=0, y=0 时 ， 所 给 方程 成 为 | 。 di = 0, 从 而 z(0, 0) =0， 此 外 ， 所 给 方 
程 两 边 对 * 求 偏 导数 得 


















































2 0 0. 0 一 0 
:| SU 
Ox Ox Ox Ce +y Ox 
9z(0,y) 9z(0,0) 
0 3 3 
从 而 = d 人 | i XN x 
Ox0y ys dy ox 7=0 0 y 
i 
ety | 1 
= lim = Jim =— = 一 三 
™ 0 
0 2 9 、 9 2 | . 
附注 -| 也 可 以 由 二 < 对 y 求 偏 导数 算出 一 ， 然 后 将 * =y =z =0 代入 计算 
9 x0 》 72 Ox dx0y 


得 到 ， 但 没有 如 题解 中 那样 对 < 2 按 定义 计算 快捷 


(13) 将 所 给 微分 方程 改写 成 
(x dy +2xydx) -~ dy - cos xdx = 0， 
即 d(xxy -y=-sinx)=0， 所 以 所 给 微分 方程 的 通 解 为 
xy -y-snx = (C. 
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将 y(0) =1 代入 上 式 得 C= -1， 所 以 所 求 的 特 解 为 
xy-y-snx= -1. 


附注 “所 给 微分 方程 也 可 以 改写 为 
y 2% cos* (一 阶 线性 微分 方程 ) 


dx wx -1 x -1 
































它 的 通 解 为 
二 Re (c | COS 启 ax 
5 人 
将 y(0) =1 代入 上 式 得 C ee 
六 二 下 
0 
(2) -34 ”=2(4-) -3|A|A '=(4A ')’ .2(E, -34), 
所 以 ， (5%) -34° = 4 | .8 ,34 
总 -2 -3 0 
中 x8x 0 一 2 一 3 二 —58. 
-3 -3 -5 


附注 ”计算 和 矩阵 的 行列 式 时 ， 以 下 结论 是 常用 的 : 
设 A,，B 都 是 nn 阶 行列 式 ， 则 
14B|=|14|1|1B|，|fkA|=1"|4|(8 为 常数 )， 


4 |= 141" (n>1), 

1 
A | = 一 一 (4 可 逆 时 ). 
14 | aT( ) 


三 、 解 答题 
(15) 当 ac< 和 0 时 ， 有 
[ arctan tdt 


Bm RX Ti Se 
Xx+% A+% x 


这 与 lim F(x) = 0 矛盾 ,所 以 a > 0. 
当 a > 0 时 ,由 


x ; 
| arctan 1t” dt 
. J 
0 = limF(x) = lm 
YX 一 > 十 Oo XA + 





洛 必 达 法 则  ， arctan x? 
一 一 lim 
和 2 ax 


知 w-1>0, 即 c >1 
当 a > 1 时 ,由 
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| aetan ed 洛 必 达 法 则 arctan x 

, 0 必 | . ; 

0 = limF(x) = lim lim = lim = lim 

#0+ so0+ 和 0 ax" 0 ax 0+ ON 














知 a -3 <0, 即 a < 3. 从 而 a 的 取 值 范围 为 (1 ,3). 
附注 求解 时 ,应 注意 次 序 : 





| aretan tdt 
首先 肯定 a > 0, 只 有 这 样 才能 对 lim 一 一 一 一 应 用 洛 必 达 法 则 ,然后 肯定 a > 1, 因 为 
N+ by 


只 有 这 样 才能 对 lim pe 施行 等 价 无 穷 小 代替 . 
(16) 题 图 中 的 阴影 部 分 被 直线 y =1 划分 成 上 、 下 两 部 分 ,分 别 记 为 D, 与 D,， 上 且 分 别 
记 由 它们 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 为 2, 与 2 
于 是 ， 将 容器 中 的 水 从 容器 顶部 抽出 需 做 的 功 为 
W= W, +W,, 
其 中 ，W，WW 分 别 为 将 0,，0, 中 的 水 从 顶部 抽出 需 做 的 功 . 


和 于 W = | (2-7) 72- (7 -2)7]ay 





t=2-y 





! 3 
| 1(2 -Pd = 4", 


! 5 
W = | (2-7) :mydy = 7, 


所 以 ， 了 = 机 二 本-= 卫 + 站 因此 ， 将 容器 中 的 水 从 容器 顶部 抽出 至 少 需 做 的 功 


了 
为 6 

附注 ( 工 ) WW 是 dW 在 [1,，2] 上 的 积分 ,其 中 dW 是 将 纵 坐 标 为 ye [1，2] 的 水 平 
平面 下 位 于 02, 中 的 高 为 dy 的 注水 片 移 到 容器 顶部 所 做 的 功 ， 由 于 注水 片 的 重力 为 

p712-(y-2)"]dy=m[2-(y-2)”]dy( 水 的 重力 密度 p=1)， 

所 以 , dW =7(2-y)[2-(y-2)’]dy. 

对 于 号 也 有 同样 的 说 法 . 

( 卫 ) 顺便 计算 容器 的 体积 了 : 

V=V +b,, 

其 中 ,，V，=D, 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 体积 


= 5| [2 - (y -2) ]dy = «(iy + 2 -2 


VW =D;, 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 体 积 


2 





5 
= 一 个 ， 
1 3 
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(17) 所 给 微分 方程 
dx 


(1) 
的 齐 次 方程 
d2x 
= (0 (2) 


的 通 解 为 X(t) = Clcos t+ C,sint. 
由 于 2sin 1 =e” .2sin Bt 的 aw + B=1i 是 式 (2) 的 特征 方程 之 根 ， 所 以 式 ( 1) 有 特 解 


x (1) = i(Acost + Bsin 1). 





























将 它 代入 式 (1) 得 
— 2Asin t + 2Beos t = 2sin 1, 
-24 =2， 人 
所 以 有 [0 即 4= -1, B=0， 因 此 x*(t) = -tcost， 从 而 式 (1) 的 通 解 为 
x(t) = X(t) +x (1t) = Cicost + C,sint— icost, (3) 
且 人 =— Csint + Ccost— cost+itsint. (4) 
dt 
名 dx(1) sy > 3 人 日 » 
将 x(7) 7 =0 代入 式 (3), 式 (4) 得 C=0,，C, =1. 所 以 
=0 
2 = isin t. 
dt 
dy 
i tk 得 
ER dx 
dt 
dy dx 
一 = 一 cotti =cott* tsint=tcost. 
dt dt 
因此 y(t) = lieos bat = lasin = tsint— [sin tdt 


= tsint+cost+C. 


将 y(0) =1] 代入 上 式 得 C =0， 所 以 所 求 的 y(t) =tsin t +cost. 
附注 本题 在 求 出 (1) 后 ， 由 时 求 满足 y |,，=1 的 y(1) 的 表达 式 ， 它 是 由 参数 方程 


%=%(i), 
y=7y(t) 
(18) 由 f=2x(1 -六 ) ,f=2y(2 一 x ) 得 方程 组 
= 0， 即 人 3 = 0， 
0 2y(2 -x*) = 0. 
显然 该 方程 组 在 D 的 内 部 无 解 ， 因 此 f(x，y) 在 D 内 部 无 可 能 极 值 点 . 
D 的 边界 由 工 ， 工 ， 亚 ， 区 组 成 ， 如 图 答 10-18 所 示 . 





(其 中 xD)， y(0) 可 导 ) 求 的 道 问 是 
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在 I. x =4-y(0<y<1) 上 , 
flx, 7) | ,= 42 -xy) 





x2 =4-72 
记 


=4 -3y +) 一 一 p(y) ， 


由 于 wp (7y) -4 人 -了 于]<o00 <y<1)， 所 以 f(x, y) 在 1 上 的 最 大 值 为 op(0) =4， 最 小 值 








为 p(1) =2. hy 
在 I: y=1(0<x<JB) 上 , f(x, y) | ， =2， 所 以 
f(x, y) 在 了 上 的 最 大 值 与 最 小 值 都 为 2. Be 
x 三 2 bd J 1 bd 
在 亚 : x =0(0<<y<1) 上 , f( | 2 和 ， 所 以 ul 2 Ni 
f(x, y) 在 于 上 的 最 大 值 为 2， 最 小 值 为 0. | 
在 NV: y=0(0<x<2) 上 , f(x, y) | 所 以 fx， 
图 答 10-18 


y) 在 V 上 的 最 大 值 为 4， 最 小 值 为 0. 
综 上 所 述 , f(x, y) 在 D 上 的 最 大 值 为 4， 最 小 值 为 0. 
附注 ”二 元 连续 函数 f(x，y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 的 最 值 可 按 以 下 步骤 计算 . 
( 工 ) 计算 (x, y) 在 DD 内 部 的 可 能 极 值 点 , 设 为 (x ,4)，(%y, yy) (x 7); 
(I) 计算 fx, y) 在 的 边界 上 的 最 大 值 与 最 小 值 ， 记 为 M 与 mi. 
( 焉 ) 比较 zi， 1) ， 大， 入) ，…， 用 zx,， 7)，Mi，mi， 则 它们 中 最 大 (小 ) 者 即 为 
f(x,y) 在 D 上 的 最 大 值 (最 小 值 ). 
(19) 所 给 等 式 可 以 改写 成 


Ay y 
一 (1 +Ay) = 1). 
AL + Ay) 二 





2 


由 于 y(x) 是 连续 函数 ， 所 以 limAy =0， 因 此 上 式 两 边 令 Aw-0 取 极 限 得 
dy _ y 上 dy _ dx 
dx 1+x2 y 1+x27 
它 的 通 解 为 lny = arctan xy +ln C， 即 y = Ce™™. 
将 y(0) =1 代入 上 式 得 C=1， 所 以 y(x) =e™™. 
由 此 可 得 





V = 5| ( VY(x) ) dx = | eda, (1) 


l 1 
W = 27| sy()dz = 2m| sods 





1 
= 5| 人 xdX2 沪 "wor x 
0 


1 
= Te 一 5| 1 加 je 
0 


S 1 1 
i ot: A arctan x 
= Te4 一 5| e™™ "dx+ | e” ”darctan x 
0 o 
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1 
全 元 Ed = 5| 四 “dx 玉 Tw 
0 


=2mef Tm- | em “dx. 
式 (1) 与 式 (2) 相 加 得 
Vi+V,= 2me+ -Tn. 
附注 ” 设 平面 区 域 D= | (x, y)10<asx<6b, 0<y<f(x)| 
(其 中 fx) 在 [a, 5] 上 连续 )， 则 


D 绕 轴 旋转 一 周 而 成 的 施 转 体 体积 V = | (dr， 





绕 y 轴 旋 续 一 周 而 成 的 旋转 体 体积 = 25| f(x) dx. 
(20) ( 1 ) Ta) = hs, ydo = ‖ (x+2zy)dc, 其 中 心 = 


i(x, y)10<x<a，1 yl 和 oo ，DnD 如 图 答 10-20 阴影 部 分 所 
示 . 显然 DND, 关于 x 轴 对 称 ， 在 对 称 点 处 ，x 的 值 彼此 相等 ， 图 答 10-20 
而 2x27 的 值 互 为 相反 数 ， 所 以 


(x+ 2z2y)dc -ac( 其 Ps 是 Dn 的 第 一 象限 部 分 ) 


DnDi 




















=2[ dz| dy = ?so - Var -we) de 
2 Vax — x dx 


.ff -(z -二 jd 


今 i = x 一 


a CO et Ya 

a’ -上 2 上 <“] -war -of (2 a 

2 aa eu ee 数 在 对 称 区 间 
上 的 定 积 4 得 到 的 , 全 (2 We 


a 
之 2 








ll 
SQ 
人 


-0 


( 卫 ) 由 (了 ) 中 算得 的 7(a) 知 
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0 I 
lim = lim Ca) 
2 








a 灶 1 六 + 1 
sina-In(l +4) -aa sina-In(l +4) -7 




















mT. a 洛 必 达 法 则 TY). 3a2 
-|= lim 二 |1 - lim 
8 a 0+  。 1 2 8 a0+ 1 
sina -ln(l +a) -一 0 cos da 一 一 
2 +a 
T a? T 1 
三 3 人 1 一 Jim 7 = 3 人 1 一 T Jim T 
a 时 3» st a0+ 二 
8 (1 +a)(cosa-1)-a 8 i 本 
a 
1 
- i - 3 1 . 本 
-一 -1 
2 


附注 在 计算 各 种 问题 时 ， 第 一 步 总 是 化 简 ， 在 本 题 ( 工 ) 的 二 重 积分 计算 中 ， 首 先 利 
用 积分 区 域 的 对 称 性 进行 化 简 ; ( 开 ) 的 二 型 未 定式 极限 计算 ， 也 是 先 利 用 等 价 无 穷 小 代替 


进行 化 简 ， 化 简 后 的 问题 变 得 简单 些 ， 容 易 计 算 些 . 
(21) 由 题 设 知 f(x) 在 [0,，1] 上 满足 罗 尔 定理 条 件 ， 所 以 存在 x。e (0，1)， 使 得 
f(xo) =0. 于 是 由 f”(x) <0(xe (0,，1)) 知 
>0,0 <x < wo, 
f' (x)Y=0,x = 
<0,x <x<1, 
由 此 可 知 了 (x) 在 点 xo 处 取 最 大 值 MY,， 即 f(xo) =M. 
记 F(x) =f(x) -Mx， 则 F(x) 在 [x。，1] 上 连续 , 且 
F(xo)F(1) = M(1 -x0)*: (- M) <0， 
所 以 由 零点 定理 知 ， 存 在 x, e (x。，1)， 使 得 F(x,) =0， 于 是 由 F(x) 在 [0，xi] 上 连续 , 在 
(0，xi ) 内 可 导 ， 且 (0) =F(xi)(=0) 及 罗 尔 定理 知 ， 存在 Ee (0, x1)C(0,1)，, 使 得 
到 (E) =0. 由 于 r(x) =f"(x) <0， 所 以 上 述 的 是 唯一 的 .由 此 证 得 存在 唯一 的 &e (0， 
1)， 使 得 f'(é&) =M. 
附注 ”本题 是 对 辅助 函数 (x)， 证 明 满 足 襄 (&) =0 的 上 在 (0，1) 内 的 存在 性 与 唯一 
性 . 由 严 (*) <0(xe (0, 1)) 即 可 推出 的 唯一 性 ， 欲 证 é 的 存在 性 ， 只 要 在 [0，1] 上 找 
到 不 同 的 两 点 x 与 x,， 使 得 (x6) = F(x ) 即 可 题解 就 是 按 此 思路 进行 的 . 
(22) 由 题 设 知 (1, 2, 2, 1)"-(1，-2, 4, 0) "=(0, 4，-2, 1)" 是 方程 组 Ax =0 
的 解 ， 所 以 有 














4@, -2a +a =0， 即 w = -4@, +20. 
于 是 由 4 = (w，ow，mm，w) 的 秩 为 3 知 ，w，omw，w 线性 无 关 ， 此外， 由 题 设 
(1，-2,，4,0) 是 方程 组 4x = 的 解 得 
DB =aw -2a +46;. 
于 是 ,方程 组 By =aw +2a, 即 为 


(QQ ,QO +2a +203)Y = Qo + 20. (1) 





模拟 试题 (十 ) 解答 185 . 





由 于 式 (1) 的 系数 矩阵 的 秩 为 3， 且 对 应 的 齐 次 方程 组 的 基础 解 系 为 (2，2，1，-1) ， 此 外 
式 (1) 有 特 解 ( -2,，0, 0，1)"， 所 以 方程 组 By =a +2@, 的 通 解 为 
y= C(2,2,1, -1) +(-2,0,0,1) (其 中 C 是 任意 常数 ). 
附注 ”要 记 住 ， 齐 次 线性 方程 组 4x =0( 其 中 4 是 m xn 和 矩阵 , x 是 nn 维 未 知 列 向 量 ) 的 
基础 解 系 中 包含 的 线性 无 关 的 解 向 量 个 数 为 n -+(4). 
(23) ( 工 ) 由 于 


ai0) = x Ax = 说 二 20xiX + rxy + axy + rN3 + 3 


1 0 1 
=x lb a 1 x， 
1 1 1 


1 65 1 
b a 1|. 
1 1 1 


由 于 B 的 特征 值 为 AM =0，1,， 4， 所 以 有 
人 
1BI=0.1.4, 

1 1 1 

Dm 3 1|. 

1 1 1 
设 召 的 对 应 于 A =0 的 特征 向 量 为 w=(a，w，om) ， 则 a 满足 


-1 -1 -1\/a 
区 -3 -| (1) 
-1 -1 -1 人 oa， 








所 以 f(xi ,23 ) 的 矩阵 至 = 








"Ba = 3,》= 1. 








-1 -1 -1 ee 1 1 1 1 0 1 
初等 行 变 
由 于 -1 -3 -1] FI) ~ 0 2 0—I0 1 0|， 
-1 -1 -l 0 0 0 0 0 











ai a3 =0， 
所 以 式 (1) 与 方 程 组 | ““_ 同 解 ， 可 取 为 它 的 基础 解 系 , 即 a=(1, 0，-1)" 





设 B 的 对 应 于 入 =1 的 特征 向 量 为 B= (5,，5b,, 5b;) ， 则 B 满足 


-1 -2 -1 |=0， (2) 


-1 -1 0 人 


0 -1 -1l 0 1 1 
等 行 变 
由 于 三 -2 | _ 初 等 行 变换 ,| 0 0 0 ， 


-1 -1 0 1 1 0 
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b, +D =0， 
所 以 式 (2 ) 与 方程 组 |， ,4 _， 同 解 ,可 取 它 的 基础 解 系 为 B, 即 有 - 
(-1, 1, -1).. 
设 B 的 对 应 于 和 =4 的 特征 向 量 为 y= (cl，c,， G3)"， 则 yy 与 a, B 都 正 交 ， 于 是 有 
向 -6 = 0, 
- + 入 一心 三 必 





可 取 它 的 基础 解 系 为 y， 即 y = (1，2，1) ， 显然 w，B, y 是 正 交 向 量 组 ， 现 将 它们 单位 
化 : 





























0 0, -二 ]， 
a 人 万 Ny 
z=_B - ( -二 二 -二 
村 Bp 5 ey > 
人 1 2 -] 
rl We 6) 








记 Q=(é&1， 6， )( 正 交 和 矩阵 )， 则 x=Qy， 即 








41 .1 1 

“2 3 6 
Xi] 1 2 1 
X2 | 一 0 大 ”直入 
3 下 驯 i )3 

2 3 


使 得 fx, ，x,，%) =72+4y3( 标 准 形 ). 

附注 题 中 的 4 不 是 实 对 称 和 矩阵 ， 所 以 要 用 正 交 变 换 将 f(x, ，x, ，xs) =x Ax 化 为 标准 
形 ， 必 须 首先 将 了 (x, ，x,，x; ) 改 写成 x Bx( 其 中 B 是 实 对 称 和 矩阵 )， 此 外 ， 要 熟练 掌握 用 正 
交 变 换 把 二 次 型 化 为 标准 形 的 方法 . 


